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vastaavan luennon jilkeen. M#drdaikaan mennessd
néytetyistd tehdyistd harjoituksista saa yhden
arvosanapykiilin korotuksen loppuarvosanaan. (Ei
pisterajoja, jokainen tehtédvé vaikuttaa paitsi etté
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Korostettakoon ettd ndmé lisépisteet ovat vain pieni lisi
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kurssin asian ymmaéartdmiselle ja siten tenttimenestykselle.

1. Johdanto

Téssé kurssissa (osat 1 ja 2) annetaan perustiedot Albert
Einsteinin 1905 julkaisemasta erityisestd eli suppeasta
suhteellisuusteoriasta. Teorian olennaisin oivallus on, etté
aika ei ole absoluuttista. Esimerkiksi, kaksi tapahtumaa 1
ja 2 voi olla niin, ettd havaitsija K mittaa tapahtuman 1
tapahtuneen ennen tapahtumaa 2, mutta havaitsija L saa
vastakkaisen tuloksen. (Téssé ei ole kysymys siitid ettid he
saisivat tiedon tapahtumista eri aikaan, vaan aivan
todellisesta erosta mitatuissa tapahtumien ajoissa.)
Suppean suhteellisuusteorian voi johtaa kahdesta
perusoletuksesta, joihin pian tutustutaan. Suppea
suhteellisuusteoria palautuu Newtonin mekaniikkaan kun
tarkasteltavat nopeudet ovat pieniéd verrattuna valon
nopeuteen. Siksi ajan suhteellisuutta on vaikea havaita
arkieldméssd. Suppean suhteellisuusteorian ennusteet on
tarkasti osoitettu pétevin mittauksissa, joita on tehty
hiukkasilla joiden nopeudet ovat ldhelld valon nopeutta.

Vuonna 1915 Einstein julkaisi toisen teorian joka
tunnetaan yleisend suhteellisuusteoriana. Tamé rakentuu
suppean suhteellisuusteorian perustalle, ja sen
tarkoituksena on selittdd painovoima eli
gravitaatiovuorovaikutus. Olennainen oivallus téssi on
ettd avaruus ja aika ovat “kaareutuneet”, ts.
normaalieldméstéd tuttu euklidinen geometria on vain
likim&aréistys. Normaaliolosuhteissa euklidinen geometria
pitdd tavattoman tarkasti paikkansa, mutta hyvin
massiivisen kappaleen ldhelld siitéd selvésti poiketaan.
Téssa kurssissa ei késitelld yleista suhteellisuusteoriaa,
vaan sitd varten on oma syventédvien opintojen kurssi.

Esitiedot

Fysiikan matematiikkaa ja mekaniikka (tai vastaavat
tiedot)
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Kiitokset

Tamé& moniste pohjautuu osittain Esko Suhosen
tekemédn monisteeseen. Myos Petri Mutkan pitdma
suhteellisuusteorian kurssi on vaikuttanut tamén
monisteen sisaltoon.

Vakioita ja merkintdja
¢ = 299792458 m/s, valon nopeus tyhjiossi
G = 6.67 x 10711 Nm? /kg?, gravitaatiovakio

h = 6.63 x 10734 Js, Planckin vakio, usein esiintyy myos
hi=h/2m = 1.0545 x 10734 Js

e = 1.602 x 10719 C, alkeisvaraus, elektronin varauksen
itseisarvo

kp = 1.380 x 10723 J/K, Boltzmannin vakio

€0 = 8.854 x 1012 C? /Nm?, sithkovakio (tyhjion
permittiivisyys)

po = 41 x 1077 N/A? = 47 x 1077 T?m?/]J,
magneettivakio (tyhjion permeabiliteetti)

me = 9.109 x 10731 kg, elektronin massa
m, = 1.6726 x 10727 kg, protonin massa
u = 1.6605 x 10727 kg, atomimassayksikko

1 eV =1.602 x 1072 J, elektronivoltti, hiukkasfysiikassa
usein kdytetty energian yksikko

v =1/4/1—0v2%/c?, yleinen lyhennysmerkinti

a/bc = -, laskujérjestyssddnto tdssd monisteessa

2. Taustaa

2.1 Newtonin lait

Newton julkaisi kuuluisat mekaniikan lakinsa vuonna
1687. Néamaé lait ovat

N I: Jos mikddn voima ei vatkuta hiukkaseen niin se
jatkaa liskettidn vakionopeudella tai pysyy paikallaan.

N II: Hiukkasen kithtyvyys on suoraan verrannollinen
hiukkaseen vaikuttavaan voimaan ja on voiman
suuntainen. Kun hiukkasen nopeus on w ja voima f,
voidaan tdma kirjoittaa kaavana

mit =7, (1)

missé verrannollisuuskerroin m on massa, joka on
tutkittavasta hiukkasesta riippuva vakio.
Vaihtoehtoinen muoto laille on

dp

missd on méaritelty litkemddrd p = mu.

N III: Jos hiukkanen vaikuttaa toiseen hiukkaseen
jollakin tietylld voimalla niin tdmd toinen hiukkanen
vatkuttaa ensimmdiseen hiukkaseen tdsmdlleen saman
suuruisella mutta vastakkaissuuntaisella voimalla.

Newtonin lakeihin on tarkemmin tutustuttu mekaniikan
kurssissa. Seuraavassa tarkastellaan lihemmin missé
koordinaatistossa naitéd lakeja kuuluu soveltaa.

Koordinaatistoa jossa Newtonin lait ovat voimassa
sellaisenaan kutsutaan inertiaalikoordinaatistokss.
Inertiaalikoordinaatiston voi tunnistaa ensimmaéisen lain
mukaan: jos testihiukkaseen ei vaikuta mikéaén voima, ja
jos se jatkaa liikettééin tasaisella nopeudella (tai pysyy
paikallaan), on kyseessi inertiaalikoordinaatisto. (Tdmén
testin toteuttaminen kaytdnnossé voi olla vaikeaa, silla
erityisesti painovoimaa on useimmiten mahdoton poistaa.
Kaytéinnon toteutuksen vaikeudesta riippumatta voidaan
kuitenkin periaatteellisesti ajatella téallaista
mahdollisuutta.)

Y nopeus
.L»

K on inertiaali-

u= vakio}>
koordinaatisto

f=0

Oletetaan ettd koordinaatisto K on
inertiaalikoordinaatisto. Oletetaan toinen koordinaatisto
K’, joka liikkuu tasaisella nopeudella K:n suhteen. Nyt
testihiukkanen, joka liikkuu tasaisella nopeudella K:n
suhteen, liikkkuu tasaisella nopeudella myos K’:n suhteen.
Tésté johtuen myos K':n téaytyy olla



inertiaalikoordinaatisto. Péatelldén etta kaikki K:n
suhteen tasaisella nopeudella liikkuvat koordinaatistot
ovat inertiaalikoordinaatistoja, ts. voimme soveltaa
Newtonin lakeja misséd tahansa niisté.

ky A y' . . .
) 2 K on inertiaali- K on inertiaali
koordinaatisto, = . on(ilpertlga -
vt » = vakio oordinaatisto
K K
1% 7
Z z

Kéaytdnnon kokemuksesta tieddmme ettd tdmé toimii.
Esimerkiksi tyynelld merelld tasaisella nopeudella
liikkuvan aluksen matkustajat voivat pelata
poytéatennisti yhtéd vaivattomasti kuin kuivalla maalla.
Tekemalld kokeita vain aluksen sisélla ei voi padtellé,
onko alus liikkeellé vai levossa.

Newtonin lakien mukaan voidaan kaikki mekaniikan
ongelmat (ainakin periaatteessa) ratkaista ilmaisemalla
kaikki kappaleiden koordinaatit jossain (vapaasti
valittavassa) inertiaalikoordinaatistossa. Néin saatu tulos
voidaan sitten ilmaista missi tahansa koordinaatistossa,
muuttamalla lasketut tulokset lopuksi téllaiseen
koordinaatistoon. Esimerkiksi voimme ratkaista mita
pyorivissi karusellissa pudonneelle kolikolle tapahtuu
tarkastelemalla tatd koordinaatistossa, joka on levossa
maan suhteen. (Téssi oletetaan ettd maahan sidottu ns.
laboratoriokoordinaatisto on riittavalla tarkkuudella
inertiaalinen.)

Vaihtoehtoisesti on kuitenkin mahdollista myos kéiyttaa
koordinaatistoa, joka on kiihtyvéssa liikkeessa
inertiaalikoordinaatistoon nédhden. Esimerkiksi voidaan

kéyttad pyorivadan karuselliin kiinnitettyd koordinaatistoa.

Téllaisesta koordinaatistosta nahtynéd hiukkanen on
kiihtyvasséa liikkeesséd vaikka inertiaalikoordinaatistossa
f = 0. Tassdkin tapauksessa voidaan kayttdd Newtonin
lakeja, jos samalla muutetaan voiman méaritelméa:
inertiaalikoordinaatistossa vaikuttavaan voimaan pitéé
lisdtd hitausvoima, joka aiheutuu koordinaatiston
kiihtyvyydesté. Esimerkkeinéd ovat keskipakoisvoima ja
Coriolis-voima, joita on tutkittu mekaniikan kurssissa.

Tutkitaan vield tarkemmin siirtymistd kahden
inertiaalikoordinaatiston vililld. Témé tapahtuu
Newtonin mekaniikassa Galilein
koordinaatistomuunnoksen avulla. Olkoot K ja K’ kaksi
inertiaalikoordinaatistoa, joiden akselit ovat
yhdensuuntaiset. Liikkukoon koordinaatisto K’
koordinaatiston K suhteen tasaisella nopeudella v
positiivisen x-akselin suuntaan. Valitaan myo0s etta
koordinaatistojen origot yhtyvit hetkelld ¢t = 0.

Z

Hiukkasen paikkaa voidaan nyt kuvata kummassakin
koordinaatistossa. Kuvasta péatelladn etta eri
koordinaatistoissa mitatut koordinaatit saadaan
toisistaan kaavoilla

¥ = x—uvt
!
Yy
7 = 2 (3)

Taméi Galilein koordinaatistomuunnos voidaan esitta
myds vektorimuodossa ' = r — vt.

Esimerkki 1. Bussin keulaan kiinnitetty koordinaatisto
K’ ohittaa tasaisella nopeudella 14 m/s pysékkiin
kiinnitetyn koordinaatiston K ajanhetkelld ¢ = 0. Jussi
seisoo pysékilld paikassa z = 2 m. Miké on hinen
sijaintinsa bussin koordinaatistossa hetkelld ¢ = 3 s?
Lasketaan ensimméisesti kaavasta (3)
¥=zx—-—vt=2m-14m/s-3s=—-40 m.m

Esimerkki 2. Anne istuu paikalla 2’ = —4 m bussin
koordinaatistossa. Mik& on hénen paikkansa ajanhetkelld
t = 3 s pysékin koordinaatistossa? Ratkaistaan
ensimmaéisestéd kaavasta (3)
z=a'4vt=-4m+14m/s-3s=38m.m

Tutkitaan seuraavaksi millaiset nopeudet hiukkaselle
mitataan eri inertiaalikoordinaatistoissa. Kappaleen
nopeus saadaan derivoimalla sen paikkakoordinaatteja
ajan suhteen, u = dr/dt koordinaatistossa K ja

u’ = dr’/dt koordinaatistossa K’. Derivoimalla yhtilsita
(3) ajan suhteen ja ottamalla huomioon ettd v on vakio
saadaan nopeuskomponenttien Galilein muunnosyht&lot

ul, Uy —V
w, = Uy
u, = u,. (4)

Myds ndmé voidaan esittéiéd vektorimuodossa u' = u — v.

Esimerkki. Hannu kiivelee bussissa nopeudella 2 m/s
keulaa kohti. Mik&d on hidnen nopeutensa pysékin
koordinaatistossa? Identifioidaan u/, = 2 m/s.
Ratkaistaan ensimméisestd kaavasta (4)

Uy =up+v=2m/s+14m/s =16 m/s.m

Tutkitaan vield kiihtyvyyksia eri
inertiaalikoordinaatistoissa. Kappaleen kiihtyvyys
saadaan derivoimalla sen nopeutta ajan suhteen,

a = du/dt koordinaatistossa K ja @’ = du’/dt
koordinaatistossa K’. Derivoimalla yhtilsitd (4) saadaan

/
a, = ag
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= Qg,

eli kiihtyvyys molemmissa koordinaatistoissa on sama,
vektorimuodossa a’ = a.

Newtonin II laki (1) sanoo

du
m— =ma = f.
dt f
Koska kiihtyvyys a on sama kaikissa
inertiaalikoordinaatistoissa, tdytyy myo6s voiman f olla

riippumaton valitusta inertiaalikoordinaatistosta.

(6)

Voimalla f voi olla monia syité: painovoima, tukivoima,
kitkavoima, sdhkovoima, magneettivoima jne.
Tarkastellaan tasséd vain painovoimaa. Newtonin
painovoimateorian mukaan kahden kappaleen, joiden
massat ovat my ja meo ja paikat r1 ja ro, valilld vaikuttaa
vetovoima jonka suuruus

mims

f=G (7)

Py —ra?
missi G = 6.67 x 10~ Nm? /kg? on gravitaatiovakio.

Siirryttiessi inertiaalikoordinaatistosta toiseen,
muuttuvat hiukkasten paikat r ja ro Galilein
muunnoksen mukaan kuten kaavoissa (3). Néiden erotus
r1 — 72 ei kuitenkaan muutu. Siksi saadaan kaavasta (7)
ettd gravitaatiovoima on riippumaton koordinaatistosta.
Siis kaavan (6) yhteydessi saatu vaatimus toteutuu.

Newtonin lakien perusteella pystytédin hyvin tarkasti
kuvaamaan makroskooppisten kappaleiden liikkeit4
maanpéadllisissé olosuhteissa, aurinkokunnan kappaleita
jne., joiden nopeudet ovat pieniéd valon nopeuteen
verrattuna. Jatkossa tullaan havaitsemaan ettd Newtonin
teoria on kuitenkin riittdmé&ton kun tarkasteltavien
kappaleiden nopeus ldhestyy valon nopeutta.

2.2 Sahkomagnetismi

Séahkomagnetismin teoria voidaan kompaktisti ilmaista
kayttden Maxwellin yhtaloiti, jotka James Clerk Maxwell
esitti vuonna 1861:

v.E = £ 8)
€0
OB
V.-B = 0 (10)
OE .
VxB = MOGOE'HAOJ- (11)

Namé yht&lot médrdadvit miten sihkokenttd E(r,t) ja
magneettikenttd B(r,t) kiyttdytyvit. Yhtiloissd esiintyy
lisdksi varaustiheys p, sihkovirrantiheys 7 ja kaksi
vakiota €y ja po. Maxwellin yhtéloita tdydentasd
Lorentz-voiman lauseke

f=q¢(E+uxB), (12)

joka antaa séhkodvaraukseen g kohdistuvan voiman.
Maxwellin yht&lot pyritddn johtamaan ja niiden monia
seurauksia tarkastellaan sihkomagnetismin kurssilla.
Téssé vaiheessa ei ole tarkoituskaan yrittaéd niitéa
ymmartad. Todetaan vain etté téllaiset yhtéalot ovat
olemassa, ja ettid yksi niiden ratkaisu on eteneva aalto.

Etsitdén yhtélsiden (8)-(11) ratkaisua tyhjiossi, missé ei
ole varauksia eikd sidhkovirtoja, p = 0, 5 = 0. Kokeillaan
yritetté

E = Eyyf(x — ct)

B = Byzf(x — ct). (13)

Téssd gy ja 2 ovat y- ja z-akselien suuntaiset
yksikkovektorit ja f on mielivaltainen jatkuva ja
derivoituva funktio. Huomataan etté yrite riippuu
paikasta ja ajasta vain kombinaatiossa xz — ct. Téllainen
yrite esittdd z-akselin suuntaan nopeudella ¢ etenevié
aaltoa, riippumatta funktion f muodosta. [Perustelu:
siirrytddn nopeudella ¢ liikkuvaan koordinaatistoon, jossa
kaavan (3) mukaan ©’ = x — ct. Siten f(z — ct) = f(2'),
siis K’:ssa f on levossa (ei riipu ajasta). Siten f(z — ct)
etenee nopeudella ¢ K:ssa.] Seuraavaksi sijoitetaan yrite
(13) Maxwellin yhtélsihin (8)-(11). Todetaan ettd ndmé
kaikki toteutuvat niin, ettd kun vaaditaan Fy # 0,
saadaan

1

Voo

Lisdksi saadaan ehto Fy:n ja By:n viilille, laske se
harjoitustehtavana.

Cc =

(14)

Perustuen aikansa mittauksiin Maxwell laski kaavasta
(14) aallon nopeudeksi 310 740 km/s. Han vertasi sitd
valolle mitattuun nopeuteen 314 858 km/s. Ottaen
huomioon mittausepatarkkuuden, ndmé tulokset ovat
samat. Maxwell totesi: “Voimme tuskin vélttya silta
péadtelmélta ettéd valo koostuu vérdhtelyistd samassa
viliaineessa joka aiheuttaa sdhkoiset ja magneettiset
ilmiot”. Tamé& on mielestédni yksi teoreettisen fysiikan
hienoimpia tuloksia: pystyttiin péadttelemédn ettd valo,
jolla aiemmin ei ajateltu olevan mitdéan tekemisté
sdhkoisyyden tai magnetismin kanssa, osoittautuukin
olevan seurausta naisté.

2.3 Sdhkomagnetismi ja Galilein
mMuunNnos

Siitéd ettd Maxwellin yhtdlot madrdadvat valon nopeuden
seuraa kuitenkin ongelma. Galilein muunnoksen (4)
perusteella tieddmme, ettd nopeus riippuu havaitsijasta.
Jos valolle mitataan nopeus ¢ yhdessa
inertiaalikoordinaatistossa, se ei ole sama toisessa.

Kiyttiden koordinaatistoja K ja K’ kuten edelli, oletetaan
ettd u on valon nopeus koordinaatistossa K ja ettd se on
vakio ¢, siis u2 + ui +u? = 2. Silloin kaavan (4) mukaan
valon nopeus v’ koordinaatistosta K’ toteuttaa yhtélon

(uf +v)* +uy +uf =2 (15)



Erikoistapauksena téstd ndhddén ettd K':n litkenopeuden
v suunnassa valon nopeus on ¢ — v ja sitd vastakkaisessa
suunnassa ¢ + v.

(b)

Kuvassa katkoviivalla on merkitty ympyré, jolle
valonséteet ovat saapuneet ajanhetkelld ¢ kun ne ovat
lihteneet koordinaatistojen origosta hetkelld ¢ = 0, jolloin
origot yhtyviit. (a) Koordinaatistosta K néhtyni
valonséteet kulkevat joka suuntaan samalla nopeudella c.
(b) Koordinaatistosta K’ ndhtyné valonsiteiden nopeus
Galilein muunnoksen mukaan noudattaa kaavaa (15).

Néyttasi siis silta, ettd valon nopeus ei voi olla vakio eri
inertiaalikoordinaatistoissa, vaan ainoastaan yhdessi
sellaisessa, ja muissa valon nopeus riippuisi sen
kulkusuunnasta. Néin ajateltiin 1800-luvulla koska ei
nihty olevan mitdin muuta vaihtoehtoa.

Miksi valon nopeus olisi vakio vain yhdessé
koordinaatistossa? Tésséd voi verrata valoa déniaaltoihin,
jotka ovat esim. ilmassa etenevid vérdhtelyja. Niiden
nopeus luonnollisestikin on vakio eri suuntiin vain siind
koordinaatistossa, missé ilma on levossa. Ajateltiin etti
valo muistuttaisi déniaaltoja siind, etté sekin olisi
vardhtelyja jossain viliaineessa. Silloin olisi luonnollista,
ettéd valon nopeus olisi vakio vain siiné
inertiaalikoordinaatistossa, jossa tdmé véliaine on levossa.
Tallaista hypoteettista viliainetta alettiin kutsua
eetteriksi. Koska Maxwellin yhtdlot johtivat valon
vakionopeuteen, oli myds oletettava, ettd naméa yhtalot
ovat voimassa ainoastaan eetterin lepokoordinaatistossa.
Koska valo néaytti kulkevan my6s ndennéisessé tyhjiossé,
téytyi eetterin olla kaikkialla. (My6s Maxwell oletti
tallaisen viliaineen, kuten ilmenee edelld esitetysta
lainauksesta.)

Oltiin siis pdadytty siihen, ettd on olemassa kaikkialle
levittadytynyt viliaine niin, ettd valon nopeus olisi
tdsmélleen sama kaikkiin suuntiin vain sen
lepokoordinaatistossa. Olisi tietysti kiinnostavaa
méadrittdd tuo absoluuttisessa levossa oleva
koordinaatisto. Ilmeisesti Maa ei voisi olla levossa sen
suhteen koska Maa kiertdd Aurinkoa. Mutta voisiko
Aurinkokaan olla levossa sen suhteen? Asian voisi
selvéstikin saada selville mittaamalla valon nopeutta eri
suuntiin. Ongelmana on kuitenkin valon suuri nopeus.
Jotta erotettaisiin maan nopeus eetteriin ndhden v, ei
virhe valon nopeuden mittauksessa saa olla huomattavasti
suurempi kuin v.

2.4 Michelsonin ja Morleyn koe

Michelsonin vuonna 1881 suorittamassa ja Michelsonin ja
Morleyn v. 1887 uusimassa kokeessa pyrittiin
madrittdméain maan ratanopeus eetterin suhteen.
Periaatteena oli verrata maan rataliikkeen suunnassa ja
sitd vastaan kohtisuorassa suunnassa kulkevien
valonséteiden nopeuksia valon interferenssin avulla.

L Pl

¥

I
Laboratoriossa levossa olevasta lihteestd S tuleva
valonsédde jakautuu puolildpaisevélla peililla P kahteen
osaan. Peililtd P heijastunut valo ohjautuu peilille P; ja
peilin P lédpaissyt valo peilille Ps. Peilit Py ja Po
heijastavat valon takaisin peiliin P. Osa kumpaakin tieté
kulkeneesta valosta tulee teleskooppiin T, missé eri teité
kulkeneiden valonséiteiden interferenssi voidaan havaita.
Interferenssin oletettiin riippuvan eri teitd kulkeneiden
siteiden sekd matkaerosta etté erisuuruisesta nopeudesta.

Tarkastellaan aluksi peilin P kautta kulkevaa
valonsddetti ja oletetaan, ettd S-P-Po on maan
rataliikkeen suunnassa. Kun maan nopeus eetterin
suhteen on v, niin valon nopeus on ¢ — v suunnassa P-Py
ja ¢+ v suunnassa Po-P kuten edelld todettiin. (K on
eetterin lepokoordinaatisto, K’ maahan kiinnitetty
koordinaatisto.) Peilin Po ollessa etéisyydelld lo peilistd
P, edestakaiseen matkaan P-Py-P valolta kuluu aika

l l 2cl 21572
ty = 2 n 2 _ . 22: 2’77
c—v c+v ct— c
missé
1

(16)

T 1=/

Peilin P; kautta kulkevalle siteelle u), = 0 = v/, kaavassa
(15), joten sen nopeus on |uy| = v/¢* — v?. Siteen
edestakaiseen matkaan P-P;-P kiyttdma aika on
2, 2
/2 _ 2 ¢ -

t; =
Eri reittejd kulkeneiden séteiden aikaero on
2y
At = tg — tl = ?(’ylg — ll)
miké aiheuttaa interferenssin teleskoopissa. Koska hieman

vinosti tulleilla séteilld on hieman eri matka, ndhd&an
teleskoopissa interferenssijuovia. (kuva: Wikipedia)


http://en.wikipedia.org/wiki/File:MichelsonCoinAirLumiereBlanche.JPG

Jatketaan koetta kiertdmalld laitteistoa 90° siten, etté
peiliin Py kulkeva séde etenee maan rataliikkeen
suuntaan. Vastaavilla laskuilla kuin edelld saadaan
aikaeroksi

. 2
At = t2 —tl = %(12 — ’}/ll)

Laitteiston kiertdmisen pitéisi siirtda interferenssijuovia
méadrilld, joka on suoraan verrannollinen aikojen At ja At
erotukseen

_ 2
A=At—Af= %(7— 1)(ly + o).

Siirtymén suuruus verrattuna interferenssijuovien
etdisyyteen on

A 2(l + 1)

S==="0 T2 -1 17
T v 1), (17)

misséd T' = \/c on virihdysaika ja A valon aallonpituus.

Pienten nopeuksien (v < ¢) kyseessi ollen kerroin
voidaan approksimoida lausekkeella

- 1 71+102
e N 2c?

(Téssd on kiytetty hyviiksi Taylorin sarjaa, katso liite A.)
Suureelle S saadaan

+o (18)

I + 12)’1}2

L (
S~ (19)

Michelson ja Morley kayttivit laitteistoa, jolle I1 + Iy &= 22
m. Jos kiytetyn valon aallonpituus on 5.5 x 1077 m ja v:n
oletetaan olevan maan ratanopeuden suuruusluokkaa (v =
30 km/s), saadaan yhtélostd (19) S & 0.4. Néin suuri
interferenssijuovien suhteellinen siirtymé olisi varmuudella
havaittu. Siirtyméé ei kuitenkaan havaittu alkuperéiisissi
kokeissa eikd myohemminkéén koetta uusittaessa.

Oltiin siis pédtelty ettd eetteri taytyi olla olemassa mutta
miten Maa olisi voinut olla levossa sen suhteen?
Seuraavassa luetellaan muutamia tdmén ongelman
selitysyrityksid ja niiden heikkouksia:

1. Maa kuljettaa eetterin mukanaan.

T&amaé on selitys, jota Michelson itse ehdotti. Tahtivalon
aberraatio, joka havaittiin jo 1729, osoittaa kuitenkin
selityksen vaariksi. Aberraatiolla ymmérretdan téhtien
aseman naennéista siirtymistd vuodenaikojen mukaan
pitkin ympyrédnkehii, jonka nikokulma on 41”7, (17 =1
kaarisekunti = ﬁ astetta.) Siirtyminen johtuu maan
rataliikkeesté. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi

suoraan maan ratatason yldpuolella olevaa téhted. Kun
sen valo kulkee sithen suunnatun [-pituisen kaukoputken
lapi, siirtyy kaukoputki maan rataliikkeen suuntaan
matkan s = vt = vl/c. Jotta tahti n&htéisiin, on putkea
kallistettava kulma «, jonka suuruus on noin

s/l =wv/c=~10"* rad. Kuuden kuukauden kuluttua maan
rataliike on vastakkaissuuntainen ja aberraation suunta
siten myos vastakkainen. Kokonaisaberraatiokulma

200 = 2-10~* rad = 41” on erinomaisen hyvin
sopusoinnussa havaintojen kanssa. Valon aberraatiosta
voidaan padtelld, ettei eetteri kulje maan mukana. Mikali
se kulkisi, niin eetteri olisi levossa maan suhteen, jolloin
kaukoputkea ei tarvitsisi kallistaa eikd mitdan
aberraatiota myoskain havaittaisi.

2. Kaikki kappaleet kutistuvat liikesuunnassaan tekijalla
V1—v%/c2.

Téamé Lorentzin esittdma oletus selittidisi Michelsonin ja
Morleyn kokeen tuloksen. Pelkéstéédn sellaisenaan oletus
on kuitenkin ristiriitainen, kuten myéhemmin tullaan
nékeméén.

3. Sdhkomagnetismin teoria on virheellinen.

Useimmat “korjatuista” teorioista perustuvat oletukselle,
ettd valonnopeus on ¢ valoldhteen suhteen ja on
riippumaton sen viéliaineen liiketilasta, jonka l&pi valo
kulkee. Téllaisia teorioita kutsutaan emissioteorioiksi.
Koska Michelsonin ja Morleyn kokeessa seké valoldhde
ettd havaitsija ovat maan lepokoordinaatistossa, niin
emissioteoriat selittdvit kokeen lopputuloksen
automaattisesti. Emissioteoriat on kuitenkin voitu
kokeellisesti kumota. Ensiksikin, Michelsonin ja Morleyn
koe on suoritettu auringonvaloa kdyttden eikd mitdan
interferenssijuovien siirtymistd havaittu. Toisaalta,
tutkittaessa nopeiden pionien hajoamista, on syntyvin
sdteilyn nopeuden todettu olevan riippumaton hajoavien
hiukkasten nopeudesta. Samaan johtopéatokseen
valonnopeuden riippumattomuudesta valoldhteen
nopeudesta on tultu myos kaksoistdhtihavaintojen
perusteella.

2.5 Ongelman ratkaisu

Ongelma oli siis ettd Galilein muunnoksen perusteella
valon nopeus voi olla vakio vain yhdessé
koordinaatistossa, mutta vaikka maan téaytyi liikkua sen
suhteen, tétd liikettd ei havaittu. Ratkaisun ydin on etta
téssd padttelyssa oli hiljaisesti oletettu ettd aika on
absoluuttinen eli kaikille havaitsijoille sama. Einsteinin
suuri oivallus oli, ettd kun tésté oletuksesta luovutaan,
koko ongelma héavida. Hyvin lyhyesti: osoittautuu ettéa
Galilein muunnosta tiytyy korjata. Témén seurauksena
valon nopeus on vakio ja Maxwellin yhtalot patevit
kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Mitain eetterié ei
tarvita.

Einstein esitti teoriansa loogisesti lahtemalls liikkeelle
kahdesta peruspostulaatista. Nama ovat



1) Kaikki inertiaalikoordinaatistot ovat kaikkien fysiikan
lakien suhteen samanarvoisia.

2) Valonnopeus tyhjidssi on vakio c.

Ensimmaisté peruspostulaattia kutsutaan
suhteellisuusperiaatteeksi. Koska mitkadn koetulokset
eivit tukeneet absoluuttisen lepokoordinaatiston
olemassaoloa, Einstein hylkési koko eetterikésitteen
asettamalla kaikki inertiaalikoordinaatistot tasavertaiseen
asemaan.

Valonnopeuden vakioisuuden seurauksena on, ettd aika
ritppuu havaitsijan litketilasta. Koska nopeus on
aikayksikosséd kuljettu matka ja matka on kdytetysta
koordinaatistosta riippuva, on valttamétonti, ettd myos
aika on suhteellista. Néin suhteellisuusteorian toinen
peruspostulaatti “romuttaa” Newtonin mekaniikan
absoluuttisen ajan késitteen sekd Galilein
muunnosyhtalot.

Toinen peruspostulaatti antaa mahdollisuuden eri
paikoissa ja eri liiketiloissa olevien kellojen osoittamien
aikojen keskinéiseen vertailuun. Vertailu voidaan
suorittaa eri suuntiin yhtéd suurella nopeudella etenevilla
valosignaaleilla.

Peruspostulaattien lisiksi kdytetdin sellaisia luonnollisia
oletuksia kuin ettd avaruus ja aika ovat homogeenisia ja
avaruus on isotrooppinen. Homogeenisuus tarkoittaa etté
mikéén paikka tai aika ei ole erityisasemassa (ndmé
tavallaan siséltyviit postulaattiin 1). Isotrooppisuus
tarkoittaa ettéd kaikki avaruuden suunnat ovat
yhdenvertaisia.

3. Lorentzin
koordinaatistomuunnos

3.1 Muunnoksen johto

Pyrkimyksené on suhteellisuusteorian peruspostulaattien
avulla 16ytd4 muunnosyhtélot kahden
inertiaalikoordinaatiston vélille. Kuten edelld, oletetaan
koordinaatistot K ja K’ siten etté vastinakselit ovat
yvhdensuuntaiset, koordinaatistojen origot yhtyvat
hetkelld t = ¢’ = 0 seké ettéd koordinaatiston K’ liike
tapahtuu yhteisen z- ja x’-akselin suunnassa.

A\y A\yr
) Ax=vt )
K K %
< Z

Jotain miké tapahtuu tietyssé paikassa tiettyyn aikaan
kutsutaan tapahtumaksi. Olkoot jonkin tapahtuman
koordinaatit x, y, z ja t koordinaatistossa K, sekd z’, 1/,
Z’ ja t' koordinaatistossa K’. Tarkastellaan aluksi
etdisyyksia liikesuuntaan ndhden kohtisuorilla suunnilla.
Havaitsijoilla K ja K’ ajatellaan olevan metrimitat, jotka
on todettu yhté pitkiksi vertaamalla niitd levossa toisiinsa
ja jotka on asetettu y- ja y’-akselien suuntaisiksi. Mikéli
olisi 3/ # y, niin hetkell, jolloin mitat ohittavat toisensa,
olisi toinen niistéd toista lyhyempi. Oletetaan, ettd K:n
mielestéd K’:n mitta, joka liikkuu, on hinen omaansa
lyhempi. Vastaavasti (avaruuden isotrooppisuuden
perusteella) K':n mielestéi K-koordinaatisto liikkuu ja
sithen kiinnitetty mitta on lyhyempi. Koska mittojen
vertailu tapahtuu samassa pisteessé samalla ajanhetkella
(mittojen ohitushetkelld), on ainoa ratkaisu, ettd y' = y.
Vastaavasti 2’ = z.

Edelld jo padttelimme, ettd ¢’ # ¢. On luonnollista
olettaa, ettd uudet paikka- ja aikakoordinaatit riippuvat
alkuperdisistéd paikka- ja aikakoordinaateista eli

¥ = 2'(xt)

t = t'(z,t). (20)

Seuraavaksi pddttelemme ettd nididen funktioiden taytyy
olla lineaarisia, esim. 2/(z,t) = A1z + Bit + C. Jos néin
ei olisi, se tarkoittaisi ettd avaruus ei olisi homogeeninen,
ts. tyhjén avaruuden yksi paikka olisi erilainen kuin
toinen. Vastaavasti ajan suhteen. Koska liséksi oletimme,
ettd koordinaatistojen origot yhtyvit hetkelld ¢ = ¢/ = 0,
myo0s vakiotermit havidvat, jolloin

SC, = A1I + Blt

t' = Asz + Bat. (21)

Kertoimet Ay, As, By ja B voidaan méaérittda seuraavista
ehdoista:



1° K’:n nopeus K:n suhteen on v.

2° Valonnopeus ¢ on sama molemmissa
koordinaatistoissa.

Ensimmiisestéi ehdosta saadaan ettd kun 2’ = 0 téytyy
olla x = vt. Sijoittamalla ensimméiseen yhtdloon (21)
saadaan (Ajv + Bi)t = 0. Koska tdmén téytyy toteutua

kaikilla ¢ saadaan B; = —vA;. Muunnos (21) saa siis
muodon

¥ = Aj(x—ot)

t'" = Asz+ Bot. (22)

Jatkossa sovelletaan ehtoa 2° hetkelld ¢ = ¢’ = 0 origosta
lihtevédén valoon. Tutkitaan ensin positiivisen z-akselin
suuntaan etenevid valoa. Ehto 2° sanoo etté jos x = ct
niin my6s ' = ct’. Tamé on havainnollistettu kuvassa
kohdassa (a).

(a) y A A y’ (b) y A A y'
X=ct < X=71ct
XE ct xX= -ct
> -
x X' X x'
(© Y+ Y
y=ct| \[k2+y2 = ct'

e
!

X X

Sijoittamalla yht#loihin (22) saadaan

2 Ay + cBy = (¢ — v)A;. (23)

Seuraavaksi sovelletaan ehtoa negatiivisen x-akselin
suuntaan etenevidn valoon, miké antaa ehdon etté jos
x = —ct niin my6s &’ = —ct’ (kuvan b-kohta).
Sijoittamalla yht#loihin (22) saadaan

?Ay — cBy = —(c+v)A;. (24)
Yhtéloparista (23)-(24) saadaan ratkaistua
Ay = —(v/c?)A; ja By = A;. Muunnos (22) saa siis
muodon
= Aj(x —ot)
v
= Ai(t— 0—233) (25)

Kertoimen A; méérittamiseksi kdytdmme ehtoa 2° vield
yleiseen suuntaan eteneviéin valoon. Ehto 2° sanoo etté
x2 + y? + 22 = ?? silloin kun 2/ 4 /2 + 22 = 2t
Sijoitetaan jilkimmiiseen kaavat (25), y' =y ja 2’ = 2.
Pienelld laskulla saamme ehdon sithen muotoon, ettd jos
t? — 22 — y? — 22 = 0 niin my6s

2
A2 (1 — ZQ) (*t? — %) —y? — 22 = 0. (26)

y-akselin suuntaisen valon erikoistapauksessa (z = 0,
y = ct, z = 0, kuvan c-kohta) saadaan téisti ehto
A%(1 —v?/c?) — 1 = 0. Téstd saadaan

1

Vain plusmerkki kelpaa, koska muuten ajan suunta
vaihtuisi muunnoksissa. Nahddan myos ettéa valttaméatta
|v| < ¢ kun vaaditaan ettd A;:mn tdytyy olla dérellinen
reaaliluku.

A== (27)

(Vaikka edelli olevassa johdossa kiytettiin hyvéksi ehtoa
2° vain kolmeen suuntaan kulkevalle valolle, voidaan
helposti ndhdé ettd muista suunnista ei tule mitdan
lisdehtoja. Siis ehto 2° toteutuu kaikkiin suuntiin
kulkevalle valolle.)

Olemme néin johtaneet Lorentzin
koordinaatistomuunnoksen:

o = T — vt
V1—02/c?
' y
7 = z
t— 2
t/ — (U/C ):'E (28)

V1—v2/c

missi |v| < c.

3.2 Lorentzin muunnoksen tarkastelua

Tutkitaan ensimméiseksi tapausta missa v < c.
Matemaattisesti voidaan ajatella ettd ¢ — oco. Totea etté
téssd rajatapauksessa Lorentzin muunnos (28) on
identtinen Galilein muunnoksen (3) kanssa ja ¢’ = t. Siis
valoa huomattavasti hitaamman liikkeen tapauksessa
Lorentzin muunnos redusoituu Galilein muunnokseksi.

Osoita etté ratkaisemalla muunnoksesta (28) xz, y, z ja t
saadaan

'+ ot
€T = —
V1—v2/c?
y = v
z = 72

_ t' + (v/c)a! (29)

V1—o2/e’
Téméi on Lorentz-muunnoksen (28) ki#nteismuunnos.
Todetaan ettd samaan tulokseen olisi tultu soveltamalla
alkuperiistid Lorentz-muunnosta K':n suhteen nopeudella
—uo liikkuvaan K:hon.

Olkoot kahden tapahtuman 1 ja 2 koordinaatit
(z1,91,21,t1) ja (x2,y2, 22, t2) koordinaatistossa K.
Koordinaatistossa K’ samoja tapahtumia merkiti4n
vastaavasti pilkutettuina (z7, y1, 21, t]) ja (b, vh, 25, t5).
Merkitéaan

(30)
(31)

Ax =39 — 11, Az’ =2ab— 1,
At =ty —ty, At =ty —1],



jne. y ja z-koordinaateille. Tall6in voidaan todeta suoralla
laskulla ettd my6s ndmé erotukset toteuttavat samat
Lorentz-muunnokset (28) ja (29) eli

Az — vAt
Ay = —/———
V1—v2/c?
Ay = Ay
AZ = Az
AY At — (v/c)Ax (32)
1=
ja sen kd#dnteismuunnos
A Az’ + oAl
r = —
V1—wv2/c?
Ay = Ay
Az A
!/ 2 !/
At = At + (v/c?)Ax . (33)

V1—v2/c?

Tamé on seurausta Lorentz-muunnoksen lineaarisuudesta.

Osoita harjoitustehtévéind ettd “intervallin neli6”, joka
maédritellddn lausekkeella

(As)? = (At)? - (Az)® — (Ay)? — (Az)%, (34)
séilyy muuttumattomana Lorentz-muunnoksessa, ts.
C2(Atl)2 _ (A$/)2 _ (Ay/)2 _ (AZI)2
= *(A1)? — (Az)? — (Ay)* — (Az)*. (35)

[Téamiin erikoistapaus (As)? = 0 mainittiin jo edelli.]

Samanaikaisuuden suhteellisuus

Koska y- ja z-koordinaatit eivdt muutu Lorentzin
muunnoksessa (28), keskitytdén seuraavassa vain
koordinaatteihin z ja t.

Tarkastellaan koordinaatistossa K’ samanaikaisia
tapahtumia, At’ = 0. Niiden aikaviili koordinaatistossa K
[kaavasta (33)] on

vAz'
c2\/1 — v2/c2-

Tamai ei hivid jos Az’ # 0. Niin ollen eripaikkaisten
tapahtumien samanaikaisuus on koordinaatistosta
riippuva késite.

At =

Esimerkki. Jos oletetaan Az’ =1 m ja v = 0.5¢,
saadaan At = 1.9 ns.

Pituuden kutistuminen (kontraktio)

Tarkastellaan z-akselin suuntaista sauvaa, joka on levossa
K’:ssa. Sauvan lepopituus ly on sen tissi koordinaatistossa
mitattu pituus lp = Aa’ =z}, — 2, missd =] ja ), ovat

sen péiden koordinaatit. Tarkasteltaessa sauvaa
koordinaatistosta K, on luonnollista méarata sauvan
pituus niin, ettd sen pédiden koordinaatit luetaan samalla
ajanhetkelld K:n mukaan, eli At =ty —t; = 0. Olkoot
lukemat x; ja z5. Koordinaatistossa K mitattu sauvan
pituus on siis | = Az = x9 — 1. Muunnoksesta (32)

saadaan nyt lp = Az’ =1//1 —v?/c? eli
I=1lpy/1—v2/c2

Lauseke (36) osoittaa, ettd liikkuva kappale on kutistunut
litkkeensd suunnassa, 1 < lg.

(36)

Esimerkki. Jos oletetaan lj = 1 m ja v = 0.5¢, saadaan
Il =0.87 m.

Ajan venyminen (dilataatio)

Tarkastellaan kappaletta, johon on kiinnitetty kello.
Téamén kellon mittaamaa aikaa 7 kutsutaan kappaleen
ominaisajaksi tai itseisajaksi. (Nédin myos kiihtyvissi
liikkeessi olevalle kappaleelle.)

Oletetaan etté kappale on levossa koordinaatistossa K'.
Siis kahdelle tapahtumalle (z,t}) ja (x5}, t}) sen
historiassa Az’ = 0 ja ominaisajan erotus A7 = At’.
Koordinaatistossa K mitataan samojen tapahtumien
aikaeroksi At. Kaavasta (33) saadaan

AT
1=/

Téata tulosta kutsutaan ajan venymdksi. Siis missé
tahansa liikkuvassa koordinaatistossa on kappaleen
kahden tapahtuman vélille mitattu aikaero suurempi kuin
kappaleen ominaisaikaero, At > Ar. Lyhyemmin
sanottuna liikkuva kello nayttda jatattavan.

At =

Esimerkki. Jos oletetaan AT =1 s ja v = 0.5¢, saadaan
At =1.15s.

Esimerkki

Ajan venymisté ja pituuden kutistumista voidaan
havainnollistaa kosmisen séteilyn myonien hajonnan
mittauksilla. Elektronien kaltaisia mutta niitd noin 200
kertaa raskaampia myoneja syntyy m-mesonien eli pionien
hajotessa. Pioneja puolestaan syntyy ylemmissé
ilmakerroksissa esim. kahden protonin tormétessa
toisiinsa. Myoni on epéstabiili hiukkanen, jonka
puoliintumisaika on Ty = 1.5 us hiukkasen
lepokoordinaatistossa mitattuna. (Puoliintumisaika on
aika jossa keskiméérin puolet alkuperéisisté hiukkasista
on hajonnut.) Tarkastellaan esimerkkind maata kohti
korkeudesta Iy = 3000 m nopeudella v = 0.99¢ lentdvas
myoniparvea.

(a) Ensindkemiltd myonit ehtivit puoliintumisajassa
kulkea matkan v7Ty ~ 450 m. Nayttaisi siis siltd ettd
suurin osa myoneista hajoaa jo korkealla maan pinnan



ylapuolella. Puoliintumisaika oli kuitenkin annettu
myonien lepokoordinaatistossa. Tatd vastaava aika maan
lepokoordinaatistossa on huomattavasti pidempi. Ajan
venymikaavasta (37) saadaan

T
T=—"%_ —11ps. (38)
V1—0v2/c?
Siten myonin puoliintumisajassa kulkema matka on
vT ~ 3200 m. (39)

Koska tdmé on suurempi kuin etéisyys maahan, todetaan
ettd oikeasti yli puolet myoneista saapuu maan pinnalle
ennen hajoamistaan.

(a)

(b)

Aod

(b) Y14 oleva tarkastelu oli tehty maan
lepokoordinaatistossa. Toinen vaihtoehto on tarkastella
asiaa myonien lepokoordinaatistossa. Téassa
koordinaatistossa puolet myoneista on hajonnut
puoliintumisajassa Ty = 1.5 ps. Téssd koordinaatistossa
maa kuitenkin liikkuu myoneja kohden nopeudella v.
Siksi etédisyys maahan on kaavan (36) mukaan kutistunut
pituudeksi

I=1yp /1—0v2/c? ~420 m.

Nopeudella v = 0.99¢ ldhestyvd maa térmaéd myoneihin
ajassa /v ~ 1.4 ps. Koska tdmé on lyhyempi kuin myonin
puoliintumisaika, todetaan ettd maa tormé&a myoneihin
ennen kuin yli puolet niistd on hajonnut. Molemmissa
koordinaatistoissa paételtiin siis tdméa sama lopputulos.

(40)

3.3 Geometrinen tulkinta

Koskien ajan venymistd voidaan ihmetelld ettd jos
liikkkuva kello 1 jéatéttéa kelloon kelloon 2 ndhden, mutta
taas kellon 1 lepokoordinaatistosta katsoen kellon 2 pitéisi
jatattasa. Taméa ja monet muut vastaavat kysymykset on
kéteva selvittdd kayttden ns. Minkowskin diagrammeja.

Totutellaan aluksi vinokulmaiseen koordinaatistoon.
Normaalisti z- ja y-akselit piirretdin toisiaan vastaan
kohtisuoriksi.

Tason pisteet voidaan kuitenkin hyvin esittda myos
vinokulmaisilla koordinaateilla x ja y. Tason pisteen
koordinaattien lukeminen téssé tapauksessa on
havainnollistettu kuvassa.

Minkowskin diagrammeissa tarkastellaan tapahtumia z-¢
tasossa. Tiéllaisen diagramman pisteet ovat tapahtumia.
Kappaleiden liikkeitd kuvaavia viivoja kutsutaan
maatlmanvitvoiksi.

t
A

K

Kuvassa on esimerkkiné kappaleiden K, L, M ja N
maailmanviivat: K on levossa, L liikkuu positiivisen
z-akselin suuntaan ja M negatiivisen x-akselin suuntaan
tasaisella nopeudella ja N on kiihtyvéssa liikkeessa.
Kappaleet K ja M kohtaavat tapahtumassa A.

Periaatteessa sekd x:n ettd t:n yksikot voitaisiin valita
vapaasti, esim. 1 m ja 1 s. On kuitenkin kéytannollista
valita akseleiksi x ja ct, jolloin niiden yksikot voidaan
valita samoiksi, esim. 1 m. Huomaa etté téitd vastaava
aikayksikké on varsin lyhyt, 3.34 ns (se aika, joka kuluu
valolta kulkea 1 m).
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ct samanpaikkaiset tapahtumat

A
/ - origon kanssa

valo origosta__/"' N valo origosta positiiviseen
negatiiviseen > ! X-suuntaan
X-suuntaan

> X

samanaikaiset taphtumat
origon kanssa

Oheisessa Minkowskin diagrammassa koordinaatiston K
samanpaikkaiset tapahtumat sijaitsevat samalla
pystyviivalla z = vakio. Samanaikaiset tapahtumat taas
sijaitsevat samalla vaakasuoralla viivalla t = vakio. Koska
akseleille = ja ct on valittu samat yksikot, valon
etenemistd kuvaavat suorat @ = £ct + vakio ovat 45
asteen kulmassa.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta Minkowskin
diagrammissa. Koordinaatiston K’ x’-akseli mééraytyy
ehdosta t' = 0. Kaavasta (28) saadaan, etti timi vastaa
suoraa ct = (v/c)x. Vastaavasti t'-akseli madraytyy
ehdosta x’ = 0, jolle saadaan ¢t = (¢/v)x. Namé akselit
ovat kiertyneet akseleista x ja t kulmalla a kohti valon
viivaa ¢t = x. Kiertymiskulmalle @ saadaan tana = v/c.

ct ct'

> X

Nyt tapahtumien samanpaikkaisuus seké aikajérjestys
K’-koordinaatistossa saadaan lukemalla titéa
vinokulmaista koordinaatistoa.

!
C‘Lt ct tilld suoralla tapahtumat
/ samanpaikkaisia K"ssa
’,//( \ tdlld suoralla tapahtumat

,  samanaikaisia K".ssa

} valo origosta
2 ct=x tai ct'=x’

/
7.
EG
e

Seuraavassa kuvassa on vield havainnollistettu
tapahtumien aikojen synkronointi seké K:ssa ettd K':ssa.

Kellot synkronoitu K:ssa Kellot synkronoitu K":ssa

Seuraavassa kuvassa tutkitaan tapausta missi
kummassakin koordinaatistossa K ja K’ on yksi levossa
oleva kello, jotka kohtaavat ja ndyttédvat samaa aikaa
Minkowskin diagrammin origossa. K nikee tapahtumat A
ja B samanaikaisina, ja toteaa ettd hdnen oma kellonsa
niyttdd enemmin kuin K’ kello, kuten ajan venymisen
mukaan kuuluu. Toisinpéin taas K’ nikee tapahtumat B
ja C samanaikaisiksi, ja my6s hén toteaa ettd hénen oma
kellonsa nayttdd enemmén kuin K:n kello, kuten ajan
venymisen mukaan kuuluu. Naistéd ei synny ristiriitaa sen
takia ettd tapahtumat A ja C eivét ole samat, vaan C on
tapahtuman A menneisyytté.

KjaK'’

Myos K’ kokee ettd K mittaa hinen menneisyyttisn, silli
hénen mielestdin A:ta pitéisi verrata D:hen eikd B:hen.
Siis molemmat havaitsijat toteavat toistensa kellojen
jatattavan koska he havaitsevat toistensa menneisyytta.
(Huomautetaan vield ettd téssé ei ole kysymys
signaaliviiveestd vaan sama tulos saadaan kayttamalla
aikaisemman kuvan synkronoituja kelloja ja vertaamalla
niitd vain samoissa paikoissa.)

Minkowskin diagrammit ovat erityisen hyodyllisid kun
pyritddn ymmaéartdméaan tapahtumien jérjestys ajan tai
paikan suhteen eri koordinaatistoissa. Sen sijaan tarkat
vertailut aika- ja paikkakoordinaateista on varmempi
laskea Lorentz-muunnoksesta [kaavat (28) ja (29)] tai,
mikéli mahdollista, kdyttden pituuden kutistumisen ja
ajan venyméin kaavoja [(36) ja (37)].

Kausaalisuus

Tarkastellaan Minkowskin avaruuden tapahtumaa P jonka
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koordinaateille (xp, ctp) on voimassa zp > ctp, jatp > 0.

C"t
A
<
NS 77
R Q &
P
o > X
o~

Nyt voidaan 16ytd4 nopeus v joka on suurempi kuin
c?tp/xp mutta silti pienempi kuin ¢. Kun tehdiin
Lorentz-muunnos koordinaatistoon jonka nopeus on v,
asettuu sen x’ akseli tapahtuman P ja valoviivan ct = x
véliin.

Nihdéén ettd K:ssa P on mydhéisempi kuin origo O (silld
t > 0), mutta K":ssa P on aikaisempi kuin origo O (silld

t' < 0). N&hdéan siis ettéd tapahtuma P voi olla O:hon
ndhden joko tulevaisuudessa tai menneisyydessé, riippuen
siitd misséd koordinaatistossa asiaa katsotaan.

Katsotaan seuraavaksi tapahtumaa Q jonka
koordinaateille (zq, ctg) on voimassa ctg > |zg].
N&hdasn ettd misséd tahansa inertiaalikoordinaatistossa
K’ tdméi tapahtuma on myohéisempi kuin O. Néin siksi
ettéd a’-akseli on aina rajattu loivemmaksi kuin valoviivat,
joten piste Q on aina on z’-akselin yldpuolella).
Vastaavalla tavalla padtelladn ettd tapahtumat voidaan
luokitella O:n suhteen seuraavasti.

ct
aikasuhde O:hon
riippuu
sama koordinaatistosta,
kuin >
twolla (-7 > X
ei syy-seuraus-suhdetta
O:hon
O:n menneisyys,
néilld voi olla
vaikutug O:hon

O:n tulevaisuus tarkoittaa tapahtumia, joiden aika
kaikissa koordinaatistoissa on my6hempi kuin O:n. Jos
O:ssa tapahtuu jotain, esimerkiksi ldhetetdén signaali,

sillé voi olla vaikutusta niihin tapahtumiin, esim. lamppu
syttyy signaalin saapuessa. O:n menneisyys tarkoittaa
tapahtumia, joiden aika kaikissa koordinaatistoissa on
aikaisempi kuin O:n. Nailld tapahtumilla voi olla
vaikutusta O:hon, esimerkiksi O:ssa syttyy lamppu kun
signaali aikaisemmasta tapahtumasta saapuu. Néiden
alueiden ulkopuolelle jdi epaméariisyysalue, jossa
tapahtumien aikajirjestys riippuu valitusta
koordinaatistosta. Téllaisilla tapahtumilla ei voi olla
mitéén syy-seuraus-suhdetta (=kausaalisuus) O:n kanssa.
Tamé padtellidan seuraavasti. Jos tapahtuma P olisi
seuraus jostain tapahtumasta O:ssa, edelld olevan mukaan
16ytyy myo6s koordinaatisto, jossa P on aikaisempi kuin O.
Téssé siis seuraus olisi ennen syyté, mika ei ole
mahdollista. Siis P ei voi olla O:n seuraus, eikd myoskaian
toisin péin.

Liséiksi padtelladn ettd mikédén syy-seuraus-suhde ei voi
edetd nopeammin kuin valo. Siis mitdén hyodyllistéd
informaatiota ei voi siirtdé valoa nopeammin.

Edell tutkittiin intervallin nelistd (As)? (34).
Verrattaessa yhtéd tapahtumaa origoon (ze = x, 1 =0
jne.) ja tarkasteltaessa vain x ja t koordinaatteja se saa
muodon

s? =t — 2. (41)

Kaavassa (35) todettiin ettd tdmé on koordinaatistosta
riippumaton. Laskemalla s?:n arvoja nihdésn helposti
ettéd silla on yksinkertainen yhteys edelld tehtyyn
tapahtumien luokitteluun:

e kun s? > 0 on tapahtuma origon absoluuttista
menneisyytta tai tulevaisuutta, tapahtumilla voi olla
syy-seuraus-suhde, sanotaan etti s on
ajanluonteinen

e kun s2 < 0 riippuu tapahtuman aikajirjestys origoon
niahden koordinaatistosta, tapahtumilla ei voi olla
syy-seuraus-suhdetta, sanotaan ettd s? on
paikanluonteinen

e kun s?> = 0 on tapahtuma origon suhteen
valonluonteinen eli origosta ldhteva valon nopeudella
kulkeva signaali juuri saapuu tdhén tapahtumaan.

ct

V><

$2=0

Kuvaan on piirretty erdén kappaleen maailmanviiva.
Koska sen nopeus |u| < ¢, tdytyy maailmanviivan
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tangentin kulmakertoimen dct/dzx itseisarvo olla suurempi
kuin 1 jokaisessa maailmanviivan pisteessé.

Vaikka ylld tarkasteltiin s?-suuretta vain = — ct tasossa,
samat padtelmét saadaan myos neliulotteisessa

x —y — z — ct Minkowskin avaruudessa. Téstd on vaikea
piirtdéd kuvaa, mutta ohessa on kuva kolmiulotteisen

x — y — ct-avaruuden valokartiosta.

paikanluonteiset
tapahtumat
O:n suhteen

l O:n menneisyys

Kaksosparadoksi

Suhteellisuusteoria johtaa moniin tuloksiin, jotka ensi
nakemaltd vaikuttavat ristiriitaisilta. Usein ongelmien syy
on, ettd ajan suhteellisuus unohtuu. Edelld kuvatut
Minkowskin diagrammat ovat usein hytdyllisid téllaisten
ongelmien selvittelyyn. Tarkastellaan téssa esimerkkiné
kaksosparadoksia.

Kaksosista Kaisa (K) ja Liisa (L) ldhtee L suurella
nopeudella litkkuvalla aluksella pitkélle avaruusmatkalle.
Oletetaan etté alus liikkuu tasaisella nopeudella alku-,
kdaannos- ja loppuvaiheen kiihdytysvéleja lukuun
ottamatta. Ajan venymikaavan (37) mukaan L:n kello
kédy menomatkalla K:n mielestd hdnen omaa kelloaan
hitaammin. Suhteellisuusperiaatteen mukaan voimme
paatelld edelleen, ettd L:n kellon tavoin my6s L:n
syddmenlyonnit, ajatukset ja kaikki elintoiminnot
hidastuvat K:n ndkemé&ni. Liisa ei kuitenkaan huomaa
tapahtumien tempossa mitdéan epétavallista. Mik&li hdan
huomaisi, hén voisi siitd paétella lilkkuvansa suurella
nopeudella, miké suhteellisuusperiaatteen mukaan on
mahdotonta havaita. Koska nopeus esiintyy ajan
venymiikaavassa (37) neliterminé, L:n kello kiy myos
paluumatkalla K:n kelloa hitaammin. Néin ollen L:n
palattua matkalta hin on sisarustaan nuorempi. Mikali
aluksen nopeus olisi ldhelld valonnopeutta, sisarusten
ikéero olisi todella huomattava.

On ehdotettu etté ristiriita syntyisi seuraavasti.
Tarkastellaan samaa tilannetta alukseen kiinnitetystd L:n
koordinaatistosta. T&lloin maapallo ja sen pinnalla oleva
K néayttavit tekevin avaruusmatkan. Koska liikkuvan
koordinaatiston aika kéy lepokoordinaatiston aikaa
hitaammin, K olisi L:n mielestd hantd nuorempi matkan
jalkeen. Tama padttely on kuitenkin virheellinen.
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Piirramme kuvatusta tilanteesta avaruusaikadiagrammin.
K:n maailmanviiva on maapallon ominaisaika-akselin
suuntainen suora. L:n maailmanviiva koostuu
avaruusmatkan tapahtumien osalta kahdesta arviolta
suorasta L ja Lo, joista L; vastaa meno- ja Lo
paluumatkaa. Suhteellisuusperiaate asettaa
inertiaalihavaitsijat tasavertaiseen asemaan. K on
inertiaalihavaitsija, mutta L, jonka idealisoitukin
maailmanviiva koostuu kahdesta suorasta, ei ole. Voimme
ajatella havaitsijan L korvatuksi kahdella
inertiaalihavaitsijalla, joista L; poistuu maasta ja Lo
lihestyy maata tasaisella nopeudella. Havaitsijat K ja L;
sekéd K ja Lo ovat samanarvoisia. Sen sijaan K ja L eivét
ole samassa asemassa, koska Lo liikkkuu Lj:n suhteen. Ts.
mitédén oikeaa paradoksia ei ole olemassa. Sisarusten
kohdatessa L todella on nuorempi kuin K.

ACl

E

>
»

0 X

Kaaviosta ndhddén ettd tulos liittyy olennaisesti L:n
tekeméan kidinnokseen tapahtuman A luona. Ennen
kdannosta L vertaa itseddan K:hon joka on tapahtumassa
B. Kédidnnoksen aikana L:n oma kello ei paljon ehdi kéyda,
mutta samalla hdnen mielestdin K vanhenee todella
nopeasti, silld kdannoksen jilkeen hén vertaa itsedén
K:hon tapahtumassa D.

Kaikki tietdvét ettd kahden paikan vélilla voi kulkea
reittejd jotka ovat eripituisia. Suhteellisuusteorian
mukaan sama koskee my0s aikaa: kahden tapahtuman
vélinen aikaero riippuu kuljetusta reitistd niiden valilla.

3.4 Nopeuden muunnoskaavat

Edella padteltiin ettd kappaleen nopeus ei voi ylittaa
valon nopeutta. Mutta eiko laskemalla kaksi nopeutta
yhteen voisi ylittd4 valon nopeutta?

Tarkastellaan liiketté, jonka hetkellinen nopeus on

u = (ug, Uy, u,) koordinaatistossa K ja u' = (uj, uy,u})
koordinaatistossa K’. Differentioimalla koordinaattien
muunnosyhtilst (28) saadaan

dx — vdt

V1—0v2%/c?

da’

(42)



dy = dy (43)
dz2 = dz (44)
dt — (v/c?)dx

V1=

dt’ =

Nopeus saadaan muodostamalla osamééira

,da dx — vdt Uy — U

= = = . 45
Yo =gy T at— (v/2)dx 1 —wvu,/c? (45)

Vastaavasti tehddén y ja z komponenteille, jolloin saadaan Kuvasta nihdaéin etté jos v < ¢ ja w < ¢, niin aina myos

u < c. Ts. lisdamall toisiinsa alle valon nopeuksia, ei
Uy — ¥ koskaan voida saavuttaa valon nopeutta. Lisddmalla alle
U, = T ou /2 IZ valon nopeus valon nopeuteen saadaan valon nopeus.

Totea tdmé laskemalla suoraan kaavasta (48).
;U1 —v?/c? (48)

'~

Voo 1 —uy/c?
=022

W, = usy/1-v?jc? (46)
1 —vuy,/c?

Kuten aiemmin, kd&nteinen muunnos saadaan
muuttamalla v:n etumerkki ja vaihtamalla pilkulliset ja
pilkuttomat u:t keskendén:

ul +v
14+ vul,/c?
Uy /1 —v?/c?
1+ oul/c?

u’Z\/l—v2/02. (47)

1+ vul,/c?

Uy =

Totea ettd nopeuden muunnoskaavat (46) palautuvat
Galilein muunnokseen (4) rajalla ¢ — oo.

Tarkastellaan erikoistapauksena vain z-suunnassa
tapahtuvaa litkettd. Méadritteleméallda w = u), voidaan
ensimméinen yht&loista (47) kirjoittaa muotoon

v+ w

“= 1+ovw/c?

(48)

Tamé tunnetaan suhteellisuusteorian mukaisena
nopeuksien yhteenlaskukaavana, missé nopeudet v ja w
yhdistettynd antavat nopeuden u. Téssd nimittdja antaa
poikkeaman Galilein muunnoksen (4) mukaisesta
yhteenlaskusta u = v + w. Kaava (48) voidaan esittaa
seuraavalla kuvaajalla.
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4. Dynamiikkaa

Edelld on tutkittu kinematitkkaa. Siiné tarkastellaan
kappaleiden liikkeitd, puutumatta siithen mikéa liikkeen
aiheuttaa. Seuraavaksi tutkitaan dynamiikkaa, misséi
pyritdan selvittamédn liikkeen syyt.

4.1 Litkeméaara

On havaittu ettd liikettd voidaan hyvin tarkasti kuvata
Newtonin lakien pohjalta kun kappaleiden nopeus on
pieni verrattuna valon nopeuteen. Osoittautuu kuitenkin,
ettd kun hiukkasen nopeus ldhentelee valon nopeutta,
Newtonin teoria ei aivan sellaisenaan end# toimi.

Pienimmilla muutoksilla Newtonin teoriaan selvitdéan, kun
lausutaan Newtonin lait uudestaan seuraavassa muodossa.

N I: Jos mikddn voima ei vaitkuta hiukkaseen niin se
jatkaa litkettidn vakionopeudella tai pysyy paikallaan.

N II: Voima f on sama kuin litkemdadrdin p
aikaderivaatta, kaavana

dp _

=t (49)

N III: Jos hiukkanen vaikuttaa toiseen hiukkaseen
jollakin tietylld voimalla niin tidmd toinen hiukkanen
vatkuttaa ensimmdiseen hiukkaseen tdsmdlleen saman
suuruisella mutta vastakkaissuuntaisella voimalla.

Téssé kaikki muu on samaa kuin alkuperéisesti
Newtonilla, paitsi ettéa litkemddrad ei endd mddritelld
vakio kertaa nopeutena. Sen sijaan on kiytettava
yleisempééd mééritelmés
P = Myal(u)u. (50)

Téssé litkemassa eli relativistinen massa mye (1) on jokin
funktio joka riippuu nopeudesta u. (Se siis riippuu
nopeuden suuruudesta u = |u| mutta ei suunnasta
@ = u/u.) Tdmén funktion lausekkeen selvitdmme hetken
pissta.
Térked seuraus toisesta ja kolmannesta laista on
liikemddrdn sdilyminen. Kun kaksi hiukkasta, joiden
lilkem&arat ovat p; ja pa, vuorovaikuttavat niin
kokonaislitkemééra

P =p, +p: (51)
on vakio. Kokonaisliikemé&aran séilymisen laki pdtee myos
useamman kuin kahden hiukkasen joukossa. [Oikeastaan
liikemé&dran sidilymista voi pitda perustavimpana
luonnonlakina, ja voima on vain apusuure, joka
médritellddn kaavalla (49).]

Pyritdin médrddmain funktio mye(u). Ensinnékin, koska
Newtonin teorian tiedetdéin toimivan hyvin pienilla
nopeuksilla, tiaytyy olla mye(u) &~ m kun u < ¢. Téssd m
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on kappaleen Newtonin teorian mukainen massa.
Erotukseksi liikemassasta sité kutsutaan lepomassaksi.

Ajatellaan hiukkasta jonka nopeus K:ssa u = (0, u, 0).
Sama nopeus K’:ssa on kaavasta (46) v’ = (—v,u/7,0).
Niissé tapauksissa saadaan liikemé&érin y-komponentille

Dy = Myel(W)u =~ mu
r_ 2 22 u
py _mrel( V¥ t+u /’7 ); Nmrel(v);a

missé jalkimméiset muodot on saatu olettaen u < c.
Arvataan nyt (ja perustellaan kohta), etti z-suuntainen
koordinaattimuunnos ei voi muuttaa hiukkasen
liitkem&4rén y-komponenttia. Ehdosta p, = p; saadaan
liikkemassalle lauseke myq(v) = ym eli

(52)

m
Myel(U) = —F——e=. 53
el( ) m ( )

Liikemé&irén (50) yleiseksi lausekkeeksi saadaan
mu (54)

P= V1i—u?/2

Tasméllisempi perustelu. Edellisen arvauksen saa
perusteltua soveltamalla liikemé#rian sailymisen lakia
kahden hiukkasen elastiseen torméykseen. (“Elastinen”
tarkoittaa ettd hiukkaset eivit muutu torméayksessé.)
Oletetaan identtiset hiukkaset 1 ja 2. Oletetaan etté
K:ssa hiukkasen 1 nopeus alkutilassa on

(ug, uy) = (v, —u) ja lopputilassa (ug,uy) = (v, u).
Hiukkaselle 2 oletetaan (ug,u,) = (0, w) alkutilassa ja
(ugz,uy) = (0, —w) lopputilassa. Vaatimalla ettd
liikemé&arat ovat samat alku- ja lopputilassa saadaan ehto

Myl (V02 + u?)u — mye (w)w = 0.

(Johda t&dmaé.)

(55)

alkutila K:ssa

w
Wi I lopputila K:ssa

alkutila K":ssa lopputila K":ssa
IR7 ! )
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Katsotaan nyt samaa torméysté koordinaatistossa K’ joka
litkkuu nopeudella (v, 0) K:hon nihden. Kéyttimilli
nopeuden muunnoskaavaa (46) saadaan hiukkasen 1
nopeudeksi (u),, uy) = (0, —yu) alkutilassa ja

(uf,uy) = (0,7u) lopputilassa. Vastaavasti hiukkaselle 2

saadaan (u,uy) = (—v,w/v) alkutilassa ja



(ul, uy) = (—v, —w/7) lopputilassa. Liikemééirin
siilyminen koordinaatistossa K’ johtaa ehtoon

w
Myel (Y)Yt — Myer (/02 + w2/72); =0.

(56)

Olettaen v < ¢ ja w < ¢ paddytidn yhtdloryhméstd (55)
ja (56) samaan tulokseen kuin kaavoissa (53) ja (54).m

Tarkastellaan aluksi levossa olevaa kappaletta, johon
kohdistuu vakiovoima f. Kaavasta (49) saamme
integroitua helposti p = ft eli

mu

P= a7 7
Koska kaikki vektorit ovat samaan suuntaan voimme
tarkastella vain suuruuksia. Pienella laskulla voimme
ratkaista yhtélostd (57) nopeuden
1
u= (58)

Vm/f)2+1/c

T4amé on esitetty seuraavassa kuvassa (jatkuva viiva).

Nlo
S
~

. .
0 cm cm 3cm

Toisin kuin Newtonin teorian mukainen nopeus u = ft/m
(katkoviiva), joka kasvaa rajatta, suhteellisuusteorian
mukainen nopeuden kasvu hidastuu kun nopeus ldhenee
valon nopeutta. Ajan kuluessa nopeus ldhestyy valon
nopeutta mutta ei saavuta sitd koskaan.

Liikemassan riippuvuus hiukkasen nopeudesta pystytdan
tarkasti mittaamaan esim. hiukkaskiihdyttimissa, ja
tulokset ovat tarkasti suhteellisuusteorian mukaiset.

4.2 Energia

Liikemé&aréan séilymisen lain lisdksi mekaniikassa toinen
térked sailymislaki on energian sdilymisen laki. Myos
suhteellisuusteoriassa ldhdetéén siitd ettd energian
séilymisen laki on voimassa. Jotta tdhén pééstéisiin, on
Newtonin mekaniikasta tuttua kineettisen energian
lauseketta Ej = %mu2 korjattava.

Samoin kuin Newtonin mekaniikassa, hiukkasen
kineettisen energian muutos on sama kuin hiukkaseen
kohdistuvien voimien tekemé tyo, dEy, = dW = fdx.
Tarkastellaan hiukkasta joka on aluksi paikallaan

x = O:ssa ja t = O:ssa. Siihen kohdistuvan voiman ansiosta

sen kineettinen energia hetkelld ¢ saadaan voiman
tekem&d tyotéd integroimalla,

x(t)
B)= [ fads (59)
0
Tehdédin muuttujan vaihdos = = z(t) jolloin
dx = (dx/dt)dt = udt ja
t
Ex(t) = / F(t)u(t)dt. (60)
0

Sijoittamalla liikeyhtils (49) ja litkkeméiirin lauseke (54)
ja laskemalla saadaan

td mu
EL(t) = — | —— | udt
o(0) /Odt< ﬁ_uW)u
’ mu du

f
:/o (1 —u2/?)32 dt

Tehd&én muuttujan vaihdos u(t) = u jolloin
(du/dt)dt = du ja

dt. (61)

mu

Ek(u):/o Wdu.

Téstéd jo ndhdadn ettd tulos riippuu vain nopeudesta, ei
siitd miten hiukkanen téhédn nopeuteen kiihdytetédén.
Integroimalla saadaan

(62)

v 2
me
Ep(u) = / ——, (63)
— 2/ 2
VimaE
misté saadaan lopputuloksena hiukkasen kineettinen
energia
Ey(u) = e e (64)
g V1—u?/c? .
Kéyttiden kaavaa (53) voidaan tdmé lauseke voidaan
kirjoittaa myts muotoon
Ey(u) = [myel(u) — m]c?, (65)

tai ettd kineettisen energian muutos on vakio ¢ kertaa
litkemassan muutos,

AEk = CZAmrel. (66)

Téamén pohjalta Einstein teki huomattavasti yleisemmén
padtelmén, nimittain mitd tahansa energiaa E vastaa
massa Myel ja myos massaa vastaa energia niin ettd
2
EF=c Myel- (67)
Kerrataan vield E:n ja m,e:n méédritelmét: £ on suure
jonka olennainen ominaisuus on etté se siilyy, siis se voi

muuttua muodosta toiseen mutta sen kokonaismééra
pysyy muuttumattomana. Massa m,e taas ilmenee
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hitautena, kaava (50). Se ilmenee myds painovoimana
vastaten kaavaa (7), vaikka sité ei téissd voida osoittaa.
Einsteinin kaavan (67) mukaan energia ja liikemassa ovat
olennaisesti sama asia, ts. ne eroavat vain vakiotekijalla
c?. Tarkastellaan seuraavassa joitakin tdmén tirkesin
tuloksen seurauksia.

Kaavasta (67) nihddin ettéd arkipéiviisiin kappaleisiin
liittyy valtava energia, esim. 1 kg massa vastaa energiaa

9 x 10'® J. Tams vastaa yhden ydinvoimalan muutaman
vuoden tuottoa. Kdytdnnossia tdma kappaleiden sisdltdma
energia niakyy meille ainoastaan massana, siis siiné etté
painovoima vaikuttaa siihen seké hitautena. Miksi se ei
nédy energiana johtuu siité, ettd ehdottomasti suurin osa
siitd on sitoutuneena stabiileihin hiukkasiin, jotka eivét
muutu normaaliolosuhteissa. Ydinreaktioissa ndmé
kuitenkin voivat muuttua, jolloin osa energiasta voi
vapautua (tai sitd voi sitoutua liséii). Osa kappaleen
energiasta on sitoutuneena siiné oleviin kemiallisiin
sidoksiin, jotka voivat muuttua kemiallisissa reaktioissa.
Kemiallisista reaktiosta johtuva massan muutos on
kuitenkin héavidvan pieni verrattuna kappaleen
lepomassaan m. Esim. 1 kg puuta palaessa vapautuu

1.5 x 107 J, miki on sama kuin massan muutos 1.7 x 10~7
g. Tdmén mittaaminen vaatisi merkittavéasti suurempaa
tarkkuutta kuin nykyisin pystytéén.

Toisaalta materiaan varastoitunut suuri energia antaa
mahdollisuuden selittdid esim. radioaktiivisuuden, missé
hyvin energeettista séteilyéd syntyy ydinreaktiossa. Vain 1
kg:n massan muutos ydinpolttoaineessa saa ydinvoimalan
kdyméin muutaman vuoden. Kaava (67) on voitu
osoittaa péteviiksi vertaamalla hiukkasten massojen
muutoksia ydinreaktiossa.

Kun kappale pannaan liikkeelle sen liikemassa kasvaa
kaavan (53) mukaan. T#lloin kappaleen energia kaavan
(67) mukaan on

m02

V1—u?/c

Kehitetaéin tdma Taylorin sarjaksi u:ssa. Saadaan

>1/2
v

U4

0724_""

(68)

u2

)
E =mc (1_(:2

me? (1 +

=mc® + 1mu2 + §m
2 8
Tasséd ensimméinen termi on lepoenergia, josta juuri
keskusteltiin. Vertaamalla kaavaan (64) todetaan, etté
loput termit yhteensé ovat sama kuin kineettinen energia

3ut
8 ct

1u?
2 c2

+

(69)

E, = E—md
1 5 3 ut

Tunnistetaan etti téssé ensimméinen termi on tasmaélleen
Newtonin mekaniikasta tuttu kineettinen energia.
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Korkeammat termit ovat pienié, kun kappaleen nopeus
u < ¢. Suurissa nopeuksissa (missé u ~ ¢) on Taylorin
sarjan (70) sijasta parempi kéyttid kineettisen energian
téasmallistd lauseketta (64).

Tapauksessa, missé tutkittavien kappaleiden rakenne
pysyy muuttumattomana, on lepoenergia vakio. T&ll6in
energian siilyminen esimerkiksi hiukkasten tormétessa on
sama kuin kineettisen energian sdilyminen. Jos hiukkasten
nopeudet ovat pieniéd valon nopeuteen verrattuna, johtaa
energian siilyminen suhteellisuusteoriassa samaan ehtoon
kuin Newtonin teoriassa.

Tarkastellaan vield potentiaalienergiaa. Uskoen kaavaan
(67) taytyy tdhdnkin liittyd massa. TAmé massa on siis
varastoitunut kenttiddn joka synnyttda potentiaalin,
esimerkiksi séhkokenttdén. Makroskooppisten kappaleiden
tapauksessa tatd kenttddn liittyvad massaa on vaikea
suoraan mitata, mutta teorian yleisen jarkevyyden
perusteella meidén lienee pakko siihenkin uskoa.

Yhteenvetona, kaikki energiamuodot ndkyvét kappaleen
hitautena ja painovoiman vaikutuksena siihen. Siis esim.
kappaleessa oleviin kemiallisiin sidoksiin liittyy energia, ja
siksi my0s hitaus ja painovoima, joskin tdmé on pieni
osuus koko kappaleen hitaudesta ja painovoimasta.

Koska kappaleen litkemassa mye (53) on tekijii ¢ lukuun
ottamatta sama kuin sen energia, on tarpeetonta puhua
néista eri kasitteind. Kaytdnnoksi onkin muovautunut
puhua téssd yhteydessé energiasta, ja massalla
useimmiten tarkoitetaan kappaleen lepomassaa m.



5. Suhteellisuusteoriaa
nelivektoreilla esitettyna

Suhteellisuusperiaatteen mukaan kaikkien luonnonlakien
taytyy pited samanlaisina kaikissa
inertiaalikoordinaatistoissa. Edelld olemme kéyttaneet
téatéd ehtoa paikoitellen hyvéksi, mm. paételtdessa
liikkemé&dran lauseketta. Kuitenkin jarjestelméllisempi
tapa on méaritelld kaikki suureet siten, ettd ne olisivat
riippumattomia kaytetysta koordinaatistosta. T&ll6in
kaikki lait mité niille kirjoitetaan ovat automaattisesti
voimassa kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.
Osoittautuu ettd tdhin padstdan kiyttamalla
nelivektoreita. Jo aikaisemmin olemme kuvanneet
tapahtumaa neljilld koordinaatilla (ct, z,y, z), mutta nyt
on tarkoitus kédyttdd samanlaista kuvausta myos muille
suureille.

5.1 Maaritelmia

Nelivektorin méairitelméi

Ajatellaan neljai lukua, joita merkitddan A9, AL, A2, A3,
Yhteisesti néitd voidaan kutsua nimelld A, misséd indeksi
w saa arvot 0, 1, 2 ja 3. (Huomaa ettd niitd yldindekseji
ei pidé sekoittaa A:n potensseihin, asiayhteydestd pitéisi
selvitd kummasta on kysymys.) Téllainen neljan luvun
yhdistelm& voidaan tulkita vektoriksi jossain
neliulotteisessa avaruudessa. Téllaista vektoria voidaan
merkité lyhyesti vain A#:lla

M= (X0 AT A2 03, (71)
Vaihtoehtoinen merkintéd on kayttda isoa kirjainta ja
jattas indeksi pois

A= (A% A 0203, (72)

Jatkossa nelivektori tullaan usein ilmaisemaan muodossa,
jossa komponentit A', A2, A3 annetaan kolmiulotteisen
avaruuden vektorin I = (A', A2, \3) avulla, siis

M= (A1), (73)
Osaa A% kutsutaan nelivektorin aikakomponentiksi ja osaa
l avaruusosaksi. Nelivektorin indeksind useimmiten
kéytetdan kreikkalaista kirjainta, siis p:n paikalla yll&
voisi yhta hyvin olla a, 5, v, ....

Jo edelta tuttu sovellutus nelivektorista ovat tapahtumat,
joita merkitain

= (ct,x7y,z)7 (74>
missé nelivektorin x# komponentit ovat
DL =ct, zt=2 2*=y, 3=z (75)

Tapahtumanelivektori voidaan myds ilmaista a* = (ct, r),
missd r = (z,y, 2).
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Tarkastellaan Lorentz-muunnosta (28). Kayttamalla
koodinaatteja (ct,x,y, z) se saa muodon

v
t = t— —
c ~(c p x)
¥ = y(—Zet+ )
c
f =
7 = =z (76)
Tamé voidaan kirjoittaa myos matriisimuodossa
ct’ ¥y =2y 0 0 ct
| | =% vy 00 x
vy |7 0o o 10 y (77
z' 0 0 01 z

Lorentz-muunnos on neliavaruuden
koordinaatistomuunnos. Kuten normaalisti vektorille,
sanotaan ettd vektori x* ei muutu téllaisessa
muunnoksessa vaikka sen komponentit (75) muuttuvat.
Sama asia esitettiin edelld geometrisesti Minkowskin
diagrammien yhteydessé: tapahtuman koordinaatit
riippuvat valitusta koordinaatistosta mutta itse
tapahtumat eivit.

Edelld on kuvattu yleistd nelivektoria A*, mutta nyt vasta
maédritellddn se tdsmallisesti.

Neljian luvun ryhmdad M\ kutsutaan nelivektoriksi,
jos koordinaatiston muunnoksissa sen komponentit
muuttuvat samalla tavalla kuin tapahtumavektorin
a# koordinaatit (ct,x,y, z).

Erityisesti siis siirryttédessd koordinaatistosta K
koordinaatistoon K’, mik4 liikkuu K:n suhteen x-akselin
suuntaan nopeudella v, nelivektorin A* komponenttien
muunnoskaavat ovat

A yoo—ty 0 0 [N
AL v 0 0 AL
P &0 10 A2 (78)
3 0 0 0 1 A3

Harjoituksissa tutustutaan myds muihin neliavaruuden
koordinaattimuunnoksiin.

Nelivektorin pituus

Nelivektorin A\* pituus s méaaritelldan kaavalla

s2= (%) = (A2 = (W%)2 = (V)% (79)
Huomataan heti ettd miinusmerkkien takia tdmad
mdadritelmd olennaisesti eroaa tavallisesta euklidisen
avaruuden pituuden mddritelmdstd, jossa kaikki
komponenttien neliét lasketaan yhteen, ei vihenneté.
Erityisesti, s voi olla negatiivinen. My6skéin ehdosta

52 = 0 ei voi padtelld ettd vektori M olisi nollavektori
(0,0,0,0).



Maéritellaan neliskalaari.

Neliskalaarilla tarkoitetaan lukua, joka pysyy
muuttumattomana neliavaruuden
koordinaattimuunnoksissa.

Todetaan heti ettéd nelivektorin pituus (79) on
neliskalaari, silld se el muutu Lorentz-muunnoksessa.
Téamé asia todettiin jo edelld tapahtumapareille kaavassa
(35), mutta voidaan laskea myds uudestaan
médritelmésté (79) ja Lorentz-muunnoksesta (78).

Kaavassa (34) laskettiin nelivektorin pituus kahden
tapahtuman erotukselle. Suuretta As voidaan siis kutsua
tapahtumien “etéisyydeksi”, kunhan muistetaan tdmén
maédritelmén totutusta poikkeava luonne. Kaavan (41)
yhteydessi kuvattiin sellaisten tapausten eroja missi s2
on positiivinen, negatiivinen ja nolla.

Tarkastellaan kappaletta L, johon on kiinnitetty kello.
Téamaé kello ndyttéaa kappaleen ominaisaikaa 7.
Ominaisaika 7 on neliskalaari, silla kussakin
maailmaviivan tapahtumassa sen arvo on riippumaton
koordinaatistosta.

Otetaan L:n maailmanviivalta kaksi ldhekk&isté
tapahtumaa. Néiden koordinaattien erotuksia merkitdan
nelivektorilla da* = (edt, dx, dy, dz). Muodostetaan
taméan pituuden neliv ds? = c2dt? — dz? — dy? — dz>.
[Huomaa ettd on kiytetty lyhennysmerkintii

dz? = (dz)?.] Oletetaan nyt etti kiytetty koordinaatisto
on kappaleen (hetkellinen) lepokoordinaatisto. Talloin
dr = dy = dz = 0 ja aika on sama kuin ominaisaika,
dt = dr. Nahdééin siis ettd ominaisajan differentiaali
_ds

=

Koska téssa relaatiossa kaikki suureet ovat neliskalaareja,
on tdmaé tulos koordinaatistosta riippumaton.

dr (80)

Kaava (80) antaa tulkinnan kahden tapahtuman viliselle
ds?:lle siind tapauksessa etti ds? > 0: ds/c on
ominaisajan differentiaali hiukkaselle, jonka
maailmanviivalla tapahtumat ovat.

Tarkastellaan nyt L:n maailmanviivaa kiyttien
mielivaltaista koordinaatistoa K. Téssé koordinaatistossa
kappaleen paikka r voidaan antaa ajan funktiona,

r = (z(t),y(t), z(t)). Talloin kappaleen nopeusvektori on

dr dy dz

dt’ dt’ dt )

Kiyttiden kaavaa (80) voidaan kappaleen ominaisajan
differentiaali kirjoittaa muotoon

(81)

ds 1
dr = 2= 2\/Rd2 — da? — dy? — d22
C
2 2 2
_ L (N _ (A (42,
c dt dt dt
u2
= dnj1-— (82)
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Téaméi on ajan venymén kaava (37) differentiaalisessa
muodossa lausuttuna.

Ominaisaika pitemmaélla aikavililld saadaan integroimalla
yhtéls (82) puolittain. Niin saadaan

ta | 2
u

T9 — T1 _—/ 1_72dt
ty ¢

Tétéa kaavaa voi soveltaa mm. kaksosparadoksin
késittelyyn, silld sitd kédyttden voi laskea kummankin
kaksosen idn niin ettd myos kiihtyvé liitke on otettu
huomioon [kunhan vain riippuvuus u(t) on tiedossal.
Laskematta tarkemmin nahdéén heti kaavasta (83) etté
kun t; ja to on kiinnitetty, on 7 — 71 suurin siiné
tapauksessa ettd on paikallaan, v = 0, ja kaikille muille se
on pienempi.

(83)

Nelinopeus

Kappaleen L maailmanviiva voidaan ilmaista myds
antamalla sen aika-paikka-vektori ominaisajan funktiona,
at = (ct(1),z(7),y(7), 2(7)). Nelinopeus médritelldén
tdmén derivaattana ominaisajan suhteen

_dxt

odr

Nain saatu nelinopeus u* on nelivektori. Tamé seuraa
siitd ettd 7 ja siksi myos d7 on neliskalaari, joka ei muutu
neliavaruuden koordinaattimuunnoksissa, kun taas x* ja
siksi my6s dz* ovat nelivektoreita, tdytyy ndiden
osaméarin olla nelivektori. Siis kaavana ilmaistuna

ut

(84)

u?’ vy =¥ 0 0 u?
1/ v ¢ 1

u . -2 ¥ 0 0 u

W )0 0 10 w2 0 @

ud’ 0 0 01 u?
kun koordinaateille pitee muunnos (77).
Katsotaan nelinopeuden komponentteja erikseen.
Aikakomponentille saadaan

u’ = d—xo = d(ct) = cﬁ S — (86)

dr dr dr ,/1,u2/02’

misséd on kiytetty kaavaa (82). a-komponentille saadaan

dzt

1_ 4 _ds _dwdi Yz (87)
dr — dr  dtdr V1—u2/c2

missé on kdytetty derivoinnin ketjusdéntod funktioon
x(t(7)) seké kaavaa (82). Laskemalla vastaavasti y- ja
z-komponenteille saadaan

c U
ut = . 88
<\/1—u2/02’\/1—u2/c2> (88)
Nelinopeuden aikaosa u” ja avaruusosa (u',u?,u?) ovat

siis valonnopeus c ja kolminopeus w, molemmat
kerrottuina tutulla tekijalla (1 —u?/c?)~1/2.



u“ ct

maailmanviiva

Geometrisesti tulkiten nelinopeus osoittaa kappaleen
maailmanviivan tangentin suuntaan. Néin siksi ettd da*
on tangentin suuntainen. Lasketaan viela
nelinopeusvektorin pituus. Sen nelié

82 — (’U,O)2 _ (ul)Q _ (u2)2 _ (u3)2

Pituus on siis neliskalaari ¢. Tdma4 ei ole kiinnostava
suure koska se ei anna mitéddn tietoa kappaleesta tai sen
liikkeesté.

Analogisesti nelinopeuden kanssa voidaan méaéritelld
nelikiihtyvyys
_dut

=g
Ei kuitenkaan tutkita tédtd suuretta téssd sen enempéé.

at

(90)

Skalaaritulo

Olkoon A ja o* kaksi nelivektoria. Niiden skalaaritulo
médritellddn lausekkeella

Na¥ — Mol — 2262 = \363, (91)
Néhdasn ettéd nelivektorin skalaaritulo itsenséd kanssa on
sama kuin vektorin pituuden nelié s? (79). Samalla
tavalla kuin s?:n tapauksessa, voidaan todeta etti
skalaaritulo on neliskalaari. Sisétuloon pétee samat
varoitukset kuin s2:enkin, ts. sen ominaisuudet eivit ole
samat kuin aiemmin olette skalaaritulon kanssa tottuneet.

Miten merkité skalaarituloa? Kirjallisuudessa paljon
kéytetty merkintd on seuraava. Maaritelladn ensin
kahdesta neli-indeksistéd p ja v riippuva suure

1 kun p=v =0,

Ny = { -1 kun p=v#0, (92)
0 kun p#v.

Téamaé voidaan kirjoittaa myods matriisina

1 0 0 O
0o -1 0 0

=10 0 -1 0 (93)
o 0 0 -1

Nyt voidaan skalaaritulo (91) kirjoittaa kaksinkertaisena
summana

Aoa0 — Alg! — 2262 — 2363
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3 3
= Z an,)\“a”.

(94)
pn=0r=0
Téamén voi ajatella myos matriisitulona
Na% — Aot — X262 — \303 =
1 0 0 0 oY
0 -1 0 0 ot
()\0 ALz N3 ) 0 0 -1 0 o2 . (95)
0 O 0 -1 o3

(Tarkista ettd olet samaa mieltd néistd.) Liséksi
kéaytdnnoksi on tullut ns. Einsteinin summaussaanto,
missd summamerkki jitetddn merkitsemé&tta. Téssd siis
tulkitaan ettd kun sama indeksi esiintyy termissé
kahdesti, pitdéd termi summata indeksin eri arvojen (0, 1,
2 ja 3) yli. Néin paddytiasn skalaaritulon (91) merkintdén

NuwAc” = N — Mol — \2a? — N\303. (96)
Muistutetaan vield ettd summausindeksin symbolilla ei
ole merkitysté, n,, A\Ho¥ = Nap A0

Téssa kaytetty indeksimerkinté on hyvin tehokas
merkintédtapa, jota laajasti kdytetddn mm. yleisessé
suhteellisuusteoriassa. Jossain tapauksissa se kuitenkin
voi olla sekava, ja siksi voidaan nelivektorien
skalaaritulolle kayttad myos merkintaa

A-¥ =200 — Aot — A%02 — \303, (97)
kun on miédritelty A = (A%, AL, A2, \3) ja
2 = (0, 0!, 02,0%).

oot 0% 0
Nelivektorin pituuden neliolle on aiemmin kaytetty
merkint#d s (79). Soveltamalla ylld olevaa merkint#d
voidaan nelivektorin A* pituuden neliétd merkitd myos
kirjoittamalla

B AN = (02 = (V)2 = (22— (9 (98)
tai
A= (A2 = (A1) = (M%) = (A%)% (99)
5.2 Neliliikemaéra
Tarkastellaan kappaletta jonka lepomassa on m.
Kappaleen nelilitkemddrd p* méaritelldan kaavalla
p* = mut, (100)

siis massa m kertaa nelinopeus w*. Tamén taytyy olla
nelivektori silld u* on nelivektori ja m on neliskalaari.

Neliliikem&&ran komponentit saadaan suoraan laskettua
vastaavista nelinopeuden komponenteista (88),

Pt =mut = ( > . (101)

mc mu

VI—u2/2 \T—u2/c2




Verrataan titéd edelld péételtyihin energian (68) ja
litkemé&dran (54) kaavoihin

m02 mu

V1i—u?/?’ P= V1—u?/e

Todetaan ettéd nelilitkeméérian (101) avaruusosa on
tdsmélleen sama kuin liikemé&éard p. Sen aikakomponentti
taas on p? = E/c. Todetaan siis etti neliliikemddrdn
aikakomponentti on sama kuin energia (epioleellista
vakiotekijiéd 1/c¢ lukuun ottamatta). Koko neliliikemadra
voidaan siis kirjoittaa

E
= <7p>.
Cc

Tamé on kiinnostava tulos, koska Newtonin teoriassa
energia ja liikkem&dra ndyttiavit olevan aivan eri suureita,
mutta suhteellisuusteoriassa ne ovatkin saman suureen eri
komponentteja. Huomaa ettd tdmé on mahdollista vain
siinéd tapauksessa ettd E sisdltda kineettisen energian
lissiksi kappaleen lepoenergian mc?

(102)

(103)

Kirjoitetaan vield auki neliliikem&aran muuntumien
Lorentz-muunnoksessa,

E'/c Yy =%y 0 0 E/e
p." | _| ¢y v 00 Da
Dy’ 0 0 10 Dy ’
p.’ 0 0 01 Dz
(104)
kun koordinaateille pétee muunnos (77).
Lasketaan neliliikemé&aran pituuden nelio
e e s
B> 5, 5 5 B,
=m?2c. (105)

Téssé ensimméinen yhtdsuuruus on saatu kaavasta (103).
Viimeinen muoto taas on saatu sijoittamalla
nelilitkemé&éréan komponentit kaavasta (101). Samoin kuin
nelinopeuden pituus, ei neliliikem&aran pituus anna tietoa
liiketilasta. Sen sijaan kaava (105) antaa kappaleen
energian, lepomassan ja liikkemé&aran vilille yhtalon

E? = *m? + 2p2. (106)
Vaihtoehtoinen tapa johtaa tdma kaava on eliminoida u
kaavoista (102).

Kaava (106) on erittiin hyddyllinen monissa yhteyksissi.
Esimerkiksi jos hiukkasen liitkemé#rd tunnetaan, saadaan
kaavasta (106) sen energia

E = cy/m2c2 + p2.

Kineettinen energia saadaan vihentamaélld lepoenergia

mc?,

(107)

Ep = E —mc® = cy/m2e + p? — mc?.

(108)
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L , ultrarelativistinen alue

nc

E
c

A

Kuvassa on hahmoteltu relaatio (107) olettaen

Dy = p, = 0. Pienilld liikemé&é&rills p < mc hiukkasen
energia E ~ mc? + p?/2m, siis lepoenergia ja Newtonin
teorian kineettinen energia. Suurella liitkemaaralla

p > mec, mitd kutsutaan ultrarelativistiseksi rajaksi,
hiukkasen energia ldhenee asymptoottisesti arvoa E = cp.

Px

»
>

=p)C

epdrelativistinen alue %

Kaavoista (102) voidaan helposti johtaa myos

E
p=—u.

3 (109)

Tésta suoraan nékee, ettd kappaleen hitaus tulee sen
energiasta. Laskemalla voi todeta, ettd yhdessd kaavat
(106) ja (109) ovat ekvivalentteja kaavojen (102) kanssa.
Jatkossa tullaan paljon kidyttdméén kaavaa (106), silla
usein tarvitaan relaatiota E:n ja p:n vililld. Kun sitten F
ja p on tunnettu, voidaan nopeus laskea kaavasta (109).

Liikeyht15

Pohjautuen Newtonin lakiin (49), luonnollinen arvaus
nelivektorimuotoiselle liikeyht&lolle on

dp"

dr
Tamé voidaan ymméartaa nelivoiman f* méairitelméksi.
Liikeyhtélon (110) fysikaalisen siséllon selvittdmiseksi
meiddn on 16ydettidva nelivoiman f# yhteys Newtonin
yhtilossd (49) kiiytettyyn voimaan f. Tarkastellaan téitd
varten yht#lon (110) z-komponenttia,

o (110)

dp! _dpy dt 1 dp,
dr o dt dr - ,/1—11,2/62 dt
fa
V1i—u?/?’
missé viimeisessé yhtdlosséd on kaytetty Newtonin lakia
(49). Vastaava tulos saadaan myds y ja z-komponenteille.
f

Saadaan
== ).
"1 —u?/c2

Nelivoiman aikakomponentti f° voidaan mé#srata
seuraavasti. Kaavassa (105) laskettiin neliliikeméadran
pituuden nelio, mika tulos voidaan kirjoittaa muodossa

fl

(111)

(112)

W v 2.2

Nup!'p” = m*c”. (113)



Derivoimalla tétd ominaisajan suhteen ja kayttdmalld
hyviksi tulon derivoinnin lauseketta saadaan

0 d(nuwptp”)
dr
dp* dp¥
= —” H . 114
mw<d7p +p dT) (114)
Téassé ensimméisessé termissé voidaan muuttaa
summausindekseja
dpt dp® dp®
Nuv ﬁp = Nav Wp = TNap ?p
dp” dp”
= Mo P = P (115)

missé viimeinen muoto on saatu kayttamalla 7, = 1,..
Todetaan ettéd lausekkeessa (114) molemmat termit ovat
yhtédsuuret, joten

dp”
M, pH
P dr

= 2mnuutfr. (116)
Saadaan siis ettd nelinopeuden ja nelivoiman skalaaritulo
on nolla. (Té&ll4 perusteella voidaan myds mééritelld etté
nidmé neliavaruuden vektorit ovat “toisiaan vastaan
kohtisuorassa”. Pitdd kuitenkin muistaa etté
neliavaruudessa kohtisuoruus ei ole sama kuin mihin
olemme euklidisessa avaruudessa tottuneet.) Sijoittamalla
tdhdn ut:n ja f”:n lausekkeet (88) ja (112) saadaan

S
e/1T—u2/c?

Kootaan vield kaikki nelivoiman komponentit yhteen
kaavaan

= (117)

e/T—u2/c /1T —u2/c?
Niemme siis ettd midritelmé (110) kiinnittdaid fOm kun f

on tiedossa. Katsotaan mité sitten yhtdlon (110) nollas
komponentti dp®/dr = f° antaa. Vasen puoli on

(118)

dp’ _ dE/cdt _ ! dE
dr — dt dr o\ /1— w2/ dt’

Vertaamalla tétd oikeaan puoleen (117) saadaan

dE/dt = f - u. Tami on Newtonin mekaniikasta tuttu
tehon lauseke, jonka yksiulotteista muotoa kéytettiin
edelld kaavassa (60). Todetaan siis ettd edelld postuloitu
nelivektorimuotoinen liikeyht#ls (110) on ekvivalentti
alemmin péételtyjen energian ja liikem&dran kaavojen

dE

T

(119)

dp
- = 120
T g (120)
kanssa. Naista yhtéloistd voidaan hiukkasen liikerata
laskea (ainakin periaatteessa), kun voima f ja alkuehdot

ovat tunnettu. Suoraviivainen liike ratkaistiin edell4,
kaavassa (58), ja ympyriliikettd on tutkittu
harjoitustehtavana.

Nelilitkem&irian sdilyminen

Tutkitaan hiukkasia jotka vuorovaikuttavat keskenéén.
Keskitytdan sirontaan, missé alkutilassa on joukko
hiukkasia, jotka ovat etdillé toisistaan. Sitten ne
kohtaavat ja vuorovaikuttavat toistensa kanssa.
Lopputilassa hiukkaset ovat jélleen etdilla toisistaan.
Oletetaan ettd hiukkasten neliliikeméérat alkutilassa ovat
pi, missid i = 1,2,...,n, ja lopputilassa neliliikema&réit
ovat p', missid ¢ = 1,2,...,[. Nelilikkemé#éirén séilyminen
tarkoittaa ettd neliliikeméaérat alku- ja lopputilassa ovat
samat. Kaavana

(121)

n l
S =Yt
i=1 i=1
Hajotettuna komponenttimuotoon tdmaé sisaltda yhtalot

Ei+Ey+..+E,=E1+FEs+ ..+ E),

Plz + P2z + -+ Pne =P1z t P2z + -+ Dix

Diy+ D2yt .-+ Dy =DP1y+p2y+...+p0yy

D1z T+ D2+ ...+ Pnz = P12 + D22 + -+ Pizy
(122)

missé esim. Py, on hiukkasen kaksi liikem&aaran
y-komponentti ennen sirontaa ja E; on hiukkasen [
energia sironnan jéalkeen. Kolmiliikemé&éria ja energioita
sitoo toisiinsa relaatiot (106), siis

2

indekseilld 1 =1, ..
hiukkasille.

., 1, ja vastaavasti my6s alkutilan

Nelilitkemérén sdilyminen on seurausta energian ja
kolmiliitkemé&dran sdilymisestd. Laki (121) on kuitenkin
yleisempi kuin Newtonin teorian sdilymislaki silla se pitda
sisélladn myo6s hiukkasten muuttumisen toisiksi esim.
ydinreaktioissa. Siksi hiukkasten lukuméérit voivat alku
ja lopputilassa olla eri suuret. Koska energiassa on
hiukkasten lepomassat mukana, myds muutokset
hiukkasten lepoenergioissa tulevat automaattisesti
mukaan neliliikem&éran sdilymislaissa (121).

Nelivektoreiden vélisend yhtélond yhtélo (121) pitdd
paikkansa missa tahansa inertiaalikoordinaatistossa.
N&dhdadn ettd se mikéd on energian sdilymisté yhdesséa
koordinaatistossa, on yhdistettyd energian ja litkem#aran
sailymisté toisessa koordinaatistossa. Néin energian ja
kolmiliikem&&ran sdilymislait eivét ole toisistaan
riippumattomia, vaan ne vaihtuvat toisikseen siirryttéessa
koordinaatistosta toiseen.

Esimerkki Tarkastellaan tapausta missé liilkemagralla pq
liikkkuva hiukkanen (massa m;) térméé levossa olevaan
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hiukkaseen (massa ms), ja ne absorboituvat toisiinsa.
Lopputilassa on siis vain yksi hiukkanen, jonka massa M
ja liikkeméa#rda P halutaan selvittad.

E 1 p 1 E P
o———> o—
mj ma M

alkutila lopputila

Nelilitkemé#érin sdilymislait (122) saadaan muotoon

E1+02m2 = F
pp = P
EQ
- = Imitpl
E2
— = M+ P (124)
C

Naista yhtéloista M ja P pitéisi olla ratkaistavissa.
Jatkossa tarkastellaan muutamia samantyyppisia
tapauksia. m

Kysymys: péateeko nelililkeméadran sdilyminen myos
vuorovaikutuksen aikana, ei pelkistadn alku ja
lopputiloissa?

Vastaus: kylld, mutta silloin neliliikemé&édrdén on lisattava
my6s vuorovaikutuksesta tuleva lisétermi p#, .
Yksinkertaisimmillaan tdmé& termi sisdltdd Newtonin
teorian potentiaalienergiaa vastaavan energian,

P2, = Epot/c. Kuitenkin, kun hiukkaset liikkuvat, litkkuu
my0s potentiaali. Suhteellisuusteorian mukaan energiaan
liittyy liikemassa, ja liikkkuvaan energiaan myo6s
kolmiliitkem&&ra py. . Lisdksi pitdéd ottaa huomioon ettd
hiukkasen liikkeen muutos néakyy sen aiheuttamassa
potentiaalissa vasta viiveelld silld suhteellisuusteorian
mukaan suurin signaalin nopeus on valon nopeus.
Kaikista néisté syistd p, on varsin monimutkainen
laskettava, eiké siithen téssé haluta menné.

5.3 Fotonit

Tarkastellaan tapausta, missi hiukkasen lepomassa
hividd, m = 0. Kaavan (107) mukaan pitee télloin

E =pc (125)
ts. hiukkanen on aina ultrarelativistisella rajalla.
Sijoittamalla tdmé yhtdlon (109) skalaarimuotoon

p = (E/c*)u saadaan u = c. TAmi tarkoittaa etti
lepomassaton hiukkanen liikkuu aina valon nopeudella.
Myos toisinpéin, valon nopeudella liikkuvan hiukkasen
lepomassan taytyy hévitd. Témén perusteella tulkitaan
ettd sihkomagneettisen séteilyn kvantti fotoni on
téllainen hiukkanen.

Séhkomagneettinen siteily saadaan ratkaisuna (13)
Maxwellin yhtéloistd (8)-(11) tyhjiossid. Sen nopeus (14)
on valon nopeus. Sihkémagneettinen séteily on

aaltoliiketté, jota kuvaa myds aallonpituus A ja taajuus v.
Aaltoliikkeen perusyhtdlén mukaan aallon nopeus on Av.
Séhkomagneettisen aallon tapauksessa siis ¢ = Av.
Taajuuden tai aallonpituuden mukaan siéhkémagneettinen
siteily jaetaan eri tyyppeihin, mm. radioaallot,
mikroaallot, infrapuna, nikyvé valo, seki ultravioletti-,
rontgen- ja gammaséteily. Lisdksi aaltoa kuvaa sen
amplitudi. Aallon energia on verrannollinen amplitudin
nelioon.

Vuonna 1900 Max Planck esitti, ettd sihkomagneettisen
séteilyn energia ei ole jatkuva vaan koostuu kvanteista,
joita kutsutaan fotoneiksi. Hén esitti ettd fotonin
energian F ja taajuuden v vililla on yhteys
E = hy, (126)

missd h = 6,626 - 1073* Js on Planckin vakio.
Soveltamalla kaavaa (125) fotoniin saadaan etté silld on
myo0s litkeméaéra

hv h
=—=—, 127

Py (127)
missé viimeinen muoto on sama kuin de Broglie esitti
elektroneille 1924. Fotonille neliliitkemééira (103) on siis

p

(128)

misséd 1 on valon etenemissuuntaan osoittava
yksikkovektori. Edella tehdyn luokittelun mukaan fotonin
neliliikem&érs on valonluonteinen, siis 7, pHp” = 0, kun
taas massallisten hiukkasten neliliikemé&ara on
ajanluonteinen 17,,,p"p” = m?c? > 0 [katso kaava (105)].

Suhteellisuusteoria ja kvanttiteoria ovat molemmat
fysiikan keskeisié teorioita. Ndhddan ettd ndmé teoriat
ovat hyvin sopusoinnussa keskendén kuvatessaan
siahkomagneettisia aaltoja.

Koska fotoneilla on liikemééri, aiheutuu niiden
absorboitumisesta kappaleeseen voima. Tétéa kutsutaan
sateilypaineeksi. Myos peiliin, josta fotonit heijastuvat,
aiheutuu séteilypaine (harjoitustehtidvi). Meille
tavanomaisissa yhteyksissé séteilypaine on verraten
heikko ilmi6, mutta se on térkeé esim. avaruusfysiikassa.
(Keskustele radiometristé.)

5.4 Maxwellin yhtaloiden
nelitensorimuoto

Maxwellin yht#lot (8)-(11) voidaan ilmaista kdyttden
nelitensoreita, miké on nelivektoreiden yleistys.
[Esimerkiksi ylld mainittu 7,, (92) on nelitensori.] Tassé
muodossa esitettyné on selvad ettd Maxwellin yhtalot
ovat voimassa kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa, ja
saadaan madriattyd kuinka sihko- ja magneettikentét
muuntuvat Lorentz-muunnoksessa. Maxwellin yhtéléiden
nelitensorimuoto johdetaan klassisen kenttéteorian
kurssissa.
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6. Hiukkaskinematiikkaa

Tésséd luvussa esitetadn joukko esimerkkejé, joissa
sovelletaan neliliikeméérian Lorentz-muunnosta ja
sdilymislakia.

Dopplerin ilmi6

Valoaalloilla esiintyy &4niaaltojen tavoin Dopplerin ilmi6.
Dopplerin ilmio tarkoittaa ettd havaitun valon taajuus
riippuu valoldhteen liikkeestd. Tamén selvittdmiseksi
tutkitaan samaa fotonia kahdesta koordinaatistosta K ja
K’ niihtyni. Kuten edelld, oletetaan ettd K’ litkkuu
nopeudella v koordinaatiston K z-akselin suuntaan. K:ssa
valonside etenee z-akseliin ndhden kulmassa . Fotonin
rata ja liikemédrad ndhtynd kummassakin
koordinaatistoissa on esitetty kuvissa (a) ja (b).

()4, (b4

Yhtéloiden (126) ja (127) mukaan on

E = hv

De = h—cy cos . (129)
Soveltamalla Lorentzin muunnosta neliliikem#aran
aikakomponenttiin saadaan kaavasta (104)

E'=(E - vpy). (130)

Tésté saadaan fotonin energiaksi koordinaatistossa K’
hvv
hv' = ~y(hy — — cosf).
c

Tastd saadaan

2
(1—Ecos¢9)y:y'\/1—v—2
¢ c

v'y/1—v2/c?
11— (v/c)cost’
Tulkitaan nyt ettd sdteily on ldhtenyt ldhteestd, joka on
levossa koordinaatistossa K’. Télloin kaava (131) antaa
havaitsijan mittaaman taajuuden v, kun tunnetaan
lihettéjian taajuus v/, lihettidjin nopeus v ja signaalin
etenemiskulma 6 (suhteessa lihettdjan nopeuden
suuntaan).

eli

(131)

v

Jos valoldhde lahestyy suoraan havaitsijaa kohti, on
0 = 0, joten

1—v/c (1—-wv/c)?

_ 1+fu/c'
1—v/e

V1 —0v2%/c? _ 1/'\/(1 —v/e)(1+v/c)

(132)

Téssé tapauksessa v > v/, siis havaitun séteilyn taajuus
on suurempi, mitd kutsutaan sinisiirtymdksi. Suoraan
havaitsijasta poispéin loittonevalle lahteelle 8 = 7 ja

V'\/1—v2/c? , [1—v/c
v=—">%¥— " =v .
1+v/c 1+v/c

Nyt v < v/, mitd kutsutaan punasiirtymdksi. Mikéli
valoldhde ohittaa havaitsijan ndkokentén kohtisuorassa
suunnassa, on 6 = /2 eli cos§ = 0. Téllsin havaittu
taajuus poikkeaa valolihteen lepotaajuudesta yhtdlon

/ 2
, v
V=1V 1——2
c

Dopplerin ilmiotéd kuvaava lauseke (131) poikkeaa
vastaavasta epérelativistisesta kaavasta tekijan
V1—1%/c2 =1—21v%/c® + .- osalta. Yleiseni piirteeni
suhteellisuusteorian antamille korjauksille on se, etté ne
siséltdvit v/cn toisia tai korkeampia potensseja.

(133)

(134)

mukaan.

Dopplerin ilmion térkei sovellus on tahtitieteessa.
Havaitaan ettd kaukaisista galakseista tulevalla valolla on
samoja spektriviivoja kuin tietyilld alkuaineilla maan
péilla mitattuna, mutta ne ovat punasiirtyneet.
Punasiirtyma tulkitaan galaksien etdantymisens meisté.

Mainitaan toisena esimerkkini Mdossbauer-spektroskopia.
Jotkin radioaktiiviset ytimet lihettdvit gamma-séteilya,
jonka kvantin energialla on hyvin tdsmaéllinen arvo.
Toinen samanlainen ydin (mutta eri ympéristossé oleva)
voi absorboida tdmén vain siiné tapauksessa ettéd niiden
suhteellinen nopeus on sopiva niin ettd Doppler-siirtymé
kumoaa néaiden energiatilojen erotuksen.

liikkkuva

v-ldhde I Y-absorboija havaitsin
s
- |

T T T T T
-10 5 0 § 10

Velocity / mm §'

Kuvassa (ldhde Wikipedia) on esimerkki
Mossbauer-spektristé eli havaittu intensiteetti lahdekiteen
nopeuden funktiona. Lahdekiteessi ydinreaktion

5TCo — ®"Fe seurauksena 5"Fe on viritetyssi tilassa, joka
purkautuu gammaséteilyné, jonka kvantin energia on noin
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14.4 keV. Absorboijakide on gotiittia FeO(OH), minké
magneettisuudesta johtuen absorptio " Fe:ssa voi
tapahtua kuudella ldhekkéiselld energia-arvolla. Téssé
kuvattu Mossbauer-spektri voidaan havaita vain kiteessa
olevilla ytimilla. Miksi, palataan siihen pian.

Comptonin sironta

Compton tutki rontgensiteiden sirontaa kevyista
alkuaineista 1920-luvulla. Kokeessa ndhtiin etti sironneen
siteilyn taajuus oli pienentynyt alkuperiisestd. Compton
selitti ilmion séteilyn kvanttiteorian avulla. Kun
siteilykvantti siroaa nédytteen elektronista, elektroni
kokee iskun. Niin fotoni menettdd osan energiastaan,
jolloin sen taajuus pienenee.

Alkutilassa on fotoni taajuudella v ja liikeméa#ralla g seka
levossa oleva elektroni, jonka lepomassa on m.
Lopputilassa fotoni on sironnut liikeméirille ¢’ kulmaan
0, ja sen taajuus on /. Elektronin liikem#ira ja energia
lopputilassa ovat p ja F.

h’V‘,q'

Energioita ja liikemé&&rid sitovat relaatiot

hv = c¢q
W' = cf
E = c\/c2m2+p2. (135)

Energian ja liikem#érdn sdilymisyhtdloistd (122) saadaan

hw+cm = W+E
g = qd+p. (136)
IImaisemalla molemmat yhtalot liikemédrien avulla
saadaan
g+cm = c2m?2 + p?
q = 4 +p. (137)

Liikemé&drén sdilymislaki voidaan esittdd
liikeméaaravektoreiden muodostaman kolmion avulla.

pnq

q

Pyritéén eliminoimaan p yhtéloistd (137). Lausumalla
p = q — q ja neliimilli saadaan

p? = ¢® + ¢"* — 294’ cos . (138)

Sijoittamalla tdmé energian sdilymisen kaavaan (137)
saadaan

g+em = ¢ +V@+q? —2qq cosb + 2m?.

Jotta téstd saataisiin ratkaistuksi ¢/, on padstivi eroon
neliGjuuresta. Jirjestelemilld ja nelioon korottamalla
saadaan

(q—q +em)* =q¢® +q% —2qq¢' cos O + *m?.  (139)

Suorittamalla yhtdlon (139) vasemmalla puolella neligon
korotus saadaan sievennyksen jilkeen

em(q—q') = qq' (1 — cosb), (140)

josta tekijélla q¢’ jakaen ja yht#lsitd (135) hyviksi
kéyttden saadaan

1 1
———= L(l —cosf).

141
v o cm (141)

Koska 1/v = A\/c, yhtélo (141) antaa Comptonin
sironnassa tapahtuvalle fotonin aallonpituuden
muutokselle A\ = X' — X lausekkeen

AN = ﬂ(l — cos0).

— (142)

Suure A\g = h/em = 2.4 x 1072 m on ns. elektronin
Comptonin aallonpituus. Koska kaavassa (142) esiintyy
Planckin vakio paatelldsan, ettéd tatd tulosta ei voi johtaa
klassisesta fysiikasta ldhtien.

Yhtalostd (142) ndhddén, ettd aallonpituuden muutos on
suurin, kun # = m, jolloin fotoni siroaa alkuperéisen
liikkesuunnan kanssa vastakkaiseen suuntaan. Suurin
siirtymaé on siis

AAmax - % .

- (143)

Mikili 8 = 0, ei aallonpituus muutu.

Y1l& oleva lasku antaa ratkaisun Comptonin sirontaan
niin paljon kuin asiasta voi pelkkien séilymislakien avulla
paéatella.
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Oheisessa kuvassa Comptonin alkuperaiset
mittaustulokset [Physical Review 22, 409 (1923)].
Rontgenputken kohtiona kaytettiin molybdeenié, josta
emittoituu tietyn energisti (E = 17.5 keV, A = 71 pm)
rontgenséteilyd elektronien osuessa sithen (kuva A).
Séteily siroaa grafiitin elektroneista ja se havaitaan
kolmessa eri kulmassa (B: 45°, C: 90°, D: 135°).
Sironneen siteilyn spektri saadaan selville kdantamalla
kalsiittikidettd (CaCO3), mistd siteily heijastuu Braggin
lain mukaan. (T4méi opitaan kiintedn aineen fysiikan
kurssilla.) Kuvissa vaaka-akselina on kiteen kiddntokulma,
joka on verrannollinen séteilyn aallonpituuteen.

Hiukkasen hajoaminen

Epéstabiilit hiukkaset voivat hajota kahdeksi tai
useammaksi tytirhiukkaseksi. (Témién vastakkaisprosessia
fuusiota tutkittiin jo lyhyesti edelld.) Hajoamisessa
energia ja litkkeméara siilyvéat. Prosessia on helpoin tutkia
lahtohiukkasen lepokoordinaatistossa, missé
neliliikem&éran sdilyminen antaa

Mc? Ey + E,
0 p1 + po.

(144)

Téassd M on hajoavan hiukkasen massa ja tytarhiukkasille
E?/c? = ®m? + p? ja E3/c* = ¢®m3 + p3. Liikemiérin
séilymisestd saadaan p; = —p2 = p. Tamén jdlkeen p:lle
jaa yhtalo

Mc = \/CQ’ITL%—FPZ—F\/CQTTL%—FPQ. (145)

p:n ratkaisu tédstéd vaatii ensin neligjuurien eliminoimista.
Téssé tapauksessa se onnistuu nelioon korottamalla
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kahteen kertaan ja sopivasti jéirjesteleméllé vélissé.
Kéytetddn kuitenkin vaihtoehtoista menetelméi kirjoittaa

sailymisyhtélot energioiden avulla muotoon
M = E\+E,
0 = \/Ef —ctm? — \/Eg —c*m2. (146)

Siirtdmallé tassd neligjuurilausekkeet eri puolille ja
korottamalla nelioén saadaan yhtdloryhmé, missé ei
esiinny neliGjuuria. Taémén ratkaisu on

E, = —M2 i m%c2

2M
M2 —m? +m3
E2 = WG% (147)

Energiasta saadaan sitten ratkaistua myos liikeméaéra

c
P1=p2= 577 (M2 —m3 —m3)2 —4m?m3.  (148)
Lasketaan vield hiukkasen 1 kineettinen energia
M —my)? — m3
Erin = By — ?my = 2t (14
1k 1 c"mq oM C ( 9)
Téamé& voidaan tulkita hiukkasen 1 rekyylienergiaksi
hiukkasen 2 emittoituessa. Témén avulla voidaan
hiukkasen 2 energia kirjoittaa muodossa
E2 = (M — m1)02 - Elkin- (150)

Téssd ensimméinen termi kuvaa energiaa, joka vapautuu
ldhtohiukkasen muuttuessa hiukkaseksi 1. Hiukkanen 2
saa tdmén energian hiukkasen 1 rekyylienergialla
vihennettyné. Tarkastellaan hajoamisen erikoistapauksia.

Esimerkki 1. Hajoaminen kahdeksi fotoniksi

Fotoneille m; = mg = 0. Kaavoista (147) saadaan etté
hajoavan hiukkasen energia jakautuu tasan kahden
vastakkaisiin suuntiin eteneviin fotonin kesken.

Esimerkki 2. Kaonin hajoaminen

Kaoni K+ (c?M = 494 MeV) voi hajota myoniksi u+
(c®>my = 106 MeV) ja neutriinoksi v, jonka lepomassa on
mitétén. Neutriinon energiaksi K :n leposysteemissi
saadaan kaavasta (147) laskettuna 236 MeV.

Esimerkki 3. Fotonin emissio.

Edelld olevia kaavoja voi soveltaa my0s atomiin tai
atomiytimeen, jonka viritetty tila purkautuu fotonin
emissiona. Talloin my = 0. Kaavasta (150) ndhddén ettd
lihtevin fotonin energia on rekyylienergialla pienempi
kuin atomin/ytimen energiatilojen erotus

AFE = (M — ml)CQ.

Dopplerin ilmion yhteydessi tarkasteltiin 5" Fe:n
gamma-emissiota ja absorptioa. Jos lasketaan tésta
vhdelle rauta-atomille aiheutuva rekyylienergia, todetaan
ettd sen kompensoimiseen Doppler-siirtymaéllé tarvittava



nopeus on noin 40 m/s. Se ettd niin suuria nopeuksia ei
tarvita, voidaan selittdé ettd atomi on kiteessé, jolloin
rekyyli voi jakautua koko kiteelle. Tilloin kaavassa (149)
jakajana toimiva M on koko kiteen massa (vaikka M —m,
on sama laskettuna yhdelle atomille tai kiteelle). Tadmé
suuri jakaja pienentid rekyylienergian hividvan pieneksi.

Esimerkki 4. Raketti.

Rakettimoottori toimii seuraavasti. Heitetdin ulos osa
massasta niin ettd rekyylind loput massasta kiihtyisi.
Kaavasta (149) nidhddén ettd vakiolla massan
vihennykselld M — my, maksimaalinen rekyylienergia
saadaan kun mgy = 0, jolloin siis emittoidaan fotoneja.
Téallaisen “fotoniraketin” ongelmana on, ettéd fotoneita on
vaikea varastoida tai tuottaa tehokkaasti. Vaikka
rakettimoottori fuusiosi vetyé raudaksi, vain 0.9%
massasta voisi muuttua fotoneiksi. Siksi kdytdnnon
raketeissa emittoidaan massallisia hiukkasia, esim.
polttoaineen palamiskaasuja.

Massakeskipistekoordinaatisto

Tutkitaan hiukkasia joiden neliliikeméaérit
koordinaatistossa K ovat p!' = (E;/c, p;), missi
i=1,2,.... Otetaan mukaan my0s tapaus, jossa
hiukkaset vuorovaikuttavat keskenédén. T&ll6in jotkin
indeksin ¢ arvot kuvaavat vuorovaikutuksista tulevia
nelililkemé#arid. Hiukkasten mééra voi olla mitd tahansa
yvhdesté ylospédin. Mahdollisia esimerkkeja
hiukkasjoukoista ovat mm. 1) kaksi vuorovaikuttamatonta
hiukkasta, 2) protoni, joka koostuu kvarkeista ja
gluoneista, 3) makroskooppinen kappale, joka koostuu
suurusluokkaa ~ 10%3:sta atomista tai 4) aurinkokunta,
joka koostuu auringosta ja sité kiertévistd planeetoista.

Muodostetaan koko jérjestelmén neliliikemaéra
summaamalla yksittéiset neliliikem&aarat,

P == =CY B p) (51)

Maééritellddn tamén jarjestelmén massakeskipisteen
nopeus kaavalla

2 2
cp_ @ (152)
E > Ei

Huomaa ettd relaatio w:n, p:n ja F:n vililld on sama kuin
todettiin yhdelle kappaleelle kaavassa (109). Soveltamalla
samaa kaavaa (109) yksittdisten hiukkasten litkem&&riin
p;, voidaan u (152) kirjoittaa myods muotoon

> B,

u = .
Zi B

Tamé voidaan tulkita energioilla painotetuksi

keskiarvonopeudeksi. Kun nopeudet ovat pienié valon

nopeuteen verrattuna, muodostavat hiukkasten

lepoenergiat suurimman osan energiasta. Télloin w (153)

(153)

redusoituu hiukkasten lepomassoilla painotetuksi
keskiarvoksi w ~ ), m;u;/ >, m;. Tamé on sama kuin
massakeskipisteen nopeuden mééritelmé Newtonin
mekaniikassa.

Siirrytaéan koordinaatistosta K koordinaatistoon K*, joka
liikkkuu K:n suhteen massakeskipisteen nopeudella v = w
(152). Valitaan x-akseli u:n suuntaan, jolloin voidaan
kéyttdd Lorentz-muunnosta (104). Soveltamalla tété
kokonaisnelililkemé&éraén saadaan

* v
E*fc = W(E/C—EP)
% v
Py = V(TE/C”’)
Py =
p. = (154)

Sijoittamalla v = u kaavasta (152) p:n kaavaan todetaan
ettd

p*=0. (155)
Téllaista koordinaatistoa K*, jossa kokonaisliikemé&ara
havida, kutsutaan massakeskipistekoordinaatistoksi.
Ensimmaéisestd kaavasta (154) saadaan pienen laskun
jilkeen kokonaisenergia massakeskipistekoordinaatistossa
B =

E? — e?p2. (156)

Toinen tapa johtaa kaava (156) on huomata etté
neliliikeméérévektorin (151) pituus y/E2/c? — p? on
neliskalaari, jonka arvo on sama kaikissa
koordinaatistoissa. Koska
massakeskipistekoordinaatistossa p* = 0, saadaan kaava
(156).

FE* voidaan tulkita hiukkasjoukon lepoenergiaksi,

E* = ¢®m*. Niin nihtyni kaava (156) on ekvivalentti
yhdelle kappaleelle johdetun kaavan (107) kanssa.
Huomaa ettéd nédin méaritelty hiukkasjoukon lepomassa
m* ei ole vain yksittédisten hiukkasten lepomassojen
summa vaan se sisiltdd myos hiukkasten keskindisista
nopeuksista tulevat kineettiset energiat ja
vuorovaikutuspotentiaaleista tulevan osuuden. (Témé on
sama asia kuin misté keskusteltiin energian yhteydessa
luvussa 4.2).

On kiinnostavaa huomata etté hiukkasjoukon kaavat
(152) ja (156) ovat samat kuin vastaavat aiemmin yhdelle
kappaleelle johdetut kaavat (109) ja (107). Néin ollen
hiukkasen liikettd tutkimalla ei voi erottaa onko se
alkeishiukkanen vai koostuuko se pienemmisté yhteen
liittyneisté osista.

Elastinen sironta

Hiukkaskiihdyttimissé korkeisiin energioihin kithdytetyt
hiukkaset ohjataan térméadméan laboratorion suhteen
levossa olevan kohteen hiukkasiin. Yksinkertaisin
vuorovaikutus ammushiukkasen ja kohtiohiukkasen vélilla
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on elastinen sironta, jota késittelemme téssé luvussa.
Rajoitutaan tutkimaan tapausta missd ammus- ja
kohtiohiukkasilla on sama massa.

Kuva esittdd sirontaprosessia
laboratoriokoordinaatistossa. Hiukkanen, jonka lepomassa
on m ja neliliikeméédra P,, tormééd samamassaiseen
levossa olevaan hiukkaseen, jonka neliliikeméérd on P.
Torméaava hiukkanen siroaa kulmaan 6 ja sen
nelililkem#ard torméyksen jélkeen on P.. Alun perin
levossa oleva hiukkanen ldhtee kulmaan ¢
nelilitkem&aralla Py. Valitaan koordinaatisto siten etté
hiukkanen a liikkuu ennen térméysta z-akselin suuntaan
ja sironta tapahtuu zy-tasossa. Yhtélsista (103) ja (106)
seké oheisesta kuvasta saadaan hiukkasten a, b, ¢ ja d
neliliikeméérille seuraavat komponenttiesitykset:

P, (Ea/c, pa,0)

P, = (Ey/c0,0)

P. = (E./c¢c,pccosb,p.sinb)

Pa = (Ea/c,pacos¢,—pasing), (157)

missd p; = \/E? — E3/c ja E; ovat hiukkasen ¢ liikem#ari
ja energia vastaavasti ja Ey = mc? on kunkin hiukkasen
lepoenergia. Nelivektorien komponentit on lueteltu

jirjestyksessd (ct,x,y).

Sirontaprobleema voitaisiin késitelld suoraan
laboratoriokoordinaatistossa ratkaisemalla neliliikem&aran
sdilymislaista

P,+P,=PFP.+ P4 (158)

saatava kolmen komponenttiyhtalon ryhmé. Kuitenkin
téllainen késittely on tyolédsta neliGjuurilausekkeista ja
kahden kulman trigonometrisista funktioista johtuen.
Yksinkertaisempaa on késitelld probleemaa ensin
massakeskipistekoordinaatistossa. Merkitaan hiukkasten
liikeméédria massakeskipistekoordinaatistossa ennen
torméysta py ja pj. Médritelmédn mukaan néille pétee

p; +pr, =0. (159)

Hiukkaset siis lilkkuvat toisiaan kohti yhtd suurilla mutta
vastakkaissuuntaisilla liikemé&érilld, py, = —py. Koska
hiukkasilla on yhtéd suuret lepomassat, my6s niiden
energiat ovat samat, £} = E' [kaavan (106) perusteella).
Kun valitaan alkutilan liikem#édrit z-akselin suuntaisiksi
saadaan

* —
“Pbx =

Pax = —Ph, (160)

3

1
¥2 _ 204 — pF
p E¥2 —m2ct = p;.

28

®3

Kuvassa hiukkasten neliliikemé&arét
massakeskipistekoordinaatistossa ennen sirontaa ovat P
ja Py seké sironnan jélkeen P} ja Pj. Sirontakulma on
0*. Nelililkemédréin sidilymisesté johtuen hiukkaset
liikkuvat sironnan jilkeen toisistaan poispéin yhté
suurilla nopeuksilla ja energioilla. Hiukkasten
neliliikemé&érille massakeskipistekoordinaatistossa saadaan
seuraavat komponenttiesitykset:

Py (E;/c,ps,0)

Byo= (E3/¢,—pa,0)

P (E%/c,pkcos0*, p} sin %)

Py = (E;/c,—picosf, —p;sinf*). (161)

Probleema on ratkaistu massakeskipistekoordinaatistossa.
Tulokset on kuitenkin lausuttava vield
laboratoriokoordinaatistossa, jossa mittaukset
suoritetaan. Kaavoista (152) saadaan
massakeskipistekoordinaatiston nopeus

v =u=c*p,/(Ea + Ep). Kokonaisenergia E* = 2E*
saadaan kaavasta (156), mistd lasketaan

Eo(E, + E
Ef = M. (162)
2
Kaavasta (160) saadaan sitten
1 [Ey(E. — E
po= oy ), (163)

Nyt on kaikki massakeskipistekoordinaatiston parametrit,
jotka esiintyviit kaavoissa (161), kiinnitetty alkutilan
parametrien funktioina paitsi 8%, jota ei voi méarita
pelkisté sdilymislaeista lahtien. Lopputilan suureet
laboratoriokoordinaatistossa saadaan nyt neliliikeméaérista
(161) kédnteiselld Lorentzin muunnoksella

E/c ¥y %y 0 0 E*/c
Dz | & v 00 Dx
pw | | 0O 0 10 vl (164)
D 0 0 0 1 P

Soveltamalla téitéd lopputilan neliliitkeméiriin (157) ja
(161) saadaan kaavat

EoJe = y(ELje+ “pcost”)
C

Pe cos ’Y(BE:/C-FP;COSG*)
c



pesing = plsinf*
* U 4 *
Ed/c = V(Ea/c_zpacoso)
O * *
pacos¢ = y(_Ei/c—p;cost”)
—pasing = —pisinf*. (165)

Sijoittamalla kaikki suureet ensimmaéisen yhtdlon oikealle
puolelle saadaan

E. [E.+ Eo + (B, — Ey) cos 6%

1

2
1

E(] + g(Ea — E())(]. + cos 9*)

0*
COS2 —_.

= Ey+ (E.— Ep) 5 (166)
Neljannesté yhtélostd saadaan vastaavasti
b

Ed = EQ —+ (Ea — Eo) S ? (167)

Yhtiloistd (166) ja (167) todetaan, ettd ammushiukkasen
a kineettinen energia jakautuu sironnan jilkeisten

hiukkasten ¢ ja d kineettisiksi energioiksi osuuksilla
cos?(6*/2) ja sin?(0*/2).

Hiukkasreaktion kynnysenergia

Kahden hiukkasen keskinéisessé sironnassa voi syntya
uusia hiukkasia, jos torméysenergia on riittéavin korkea.
Uusien hiukkasten syntyyn tarvittava kynnysenergia on
helpointa laskea massakeskipistekoordinaatistossa.
Maéaritetdan aluksi protoni-antiprotoniparin syntymiseen
vaadittava energia torméytettiessd vetyatomin ydinté eli
protonia toiseen levossa olevaan protoniin.

Antiprotoni (p) on protonin lepomassan omaava
hiukkanen, jonka varaus on protonin varauksen suuruinen,
mutta vastakkaismerkkinen. Protoni-antiprotoniparin
syntyprosessi voidaan esittdd reaktioyhtalona

p+p—p+p+(p+p).

Pienin energia, joka vaaditaan p — p-parin syntymiseen
riittdéd hiukkasten lepoenergiaan, muttei liike-energiaan,
joten prosessin jéilkeinen neljan hiukkasen systeemi on
massakeskipistekoordinaatiston suhteen levossa. Jos
protonin lepomassa merkitdédn m, ovat systeemin
kokonaisenergia ja -liikkem#ara siis

E*=4mc*  ja  p*=0. (168)
Pyritéiéin lausumaan kynnysenergiaehto (168)
laboratoriokoordinaatistossa. Tahén voidaan kayttas
kaavaa (156), missi E = E, + Ej ja
p =p. = \/E? — E?/c. Ratkaisemalla E, saadaan
kynnysenergialle arvo

E, = TE,. (169)
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Pelkéstéén energian sdilymisen kannalta riittéisi ettd
ammusprotonin energia olisi lepoenergiaan verrattuna
kolminkertainen, mutta koska liikemééran on myos
sailyttavé, tarvitaan energia seitseménkertaisena.

Parin muodostus

Sailymislait estdvét fotonia suoraan muuttumasta
kahdeksi hiukkaseksi (harjoitustehtévi). Jos mukana on
my6s atomiydin, voi fotoni synnyttaéd kaksi hiukkasta,
esim. elektronin ja sen antihiukkasen positronin. T&ta
kutsutaan parin muodostumiseksi. Atomiytimen rooli on
ottaa vastaan suuri osa fotonin liikemééristid. Raskaana
hiukkasena sen rekyylienergia on pieni. Tamén takia
parin muodostuksen kynnysenergia on lahelld

Erotoni = hv = 2c¢?>m = 1.02 MeV, missé m on elektronin
lepomassa. (Positronin lepomassa on sama kuin
elektronin). Parin muodostus ja Comptonin sironta ovat
tarkeitd gamma-siteilyd vaimentavia prosesseja.



7. Satelliittipaikannus

GPS (Global positioning system) perustuu 24:#in maata
n. 26000 km:n korkeudessa kiertdvaian satelliittiin, joissa
on tarkat kellot ja joiden paikat tunnetaan tarkkaan.
Néama satelliitit ldhettévit mikroaaltotaajuisia signaaleja,
joissa on tieto satelliitin paikasta ja ldhetysajasta ¢;.
Vastaanottolaite pystyy téllaisen signaalin
saapumisajasta to laskemaan oman etédisyytensa s
kuhunkin kuuluvissa olevaan satelliittiin kaavalla

s = c(ta — t1). Niistd etiisyystiedoista ja satelliittien
paikoista vastaanottolaite (esim. puhelimesi) pystyy
péadttelemédn oman sijaintinsa. Valon nopeuden suuresta
arvosta johtuu, etté jotta etdisyys saataisiin tarkasti, on
aika mitattava hyvin tarkasti. Tarkastellaan miten
suhteellisuusteoria vaikuttaa tahén.

Merkitddn satelliitin nopeutta v:114. Ajan venymikaavan
mukaan satelliitin kellon ominaisaika 7 eroaa
maanpéadllisen kellon ajasta t kaavalla

) dt.

2
dT\/1”2dm<
C

Téamén lisdksi yleinen suhteellisuusteoria, missé
késitelladan painovoimaa, antaa lisdkorjauksen niin, etté
edellisen kaavan sijasta pitéd kirjoittaa

2
LY

53 (170)

o — (pE ’U2
dr=(14 —— — — | dt. 171
4 ( + c2 202> (171)
Téssd ® = —GM /r on painovoimapotentiaali, M on
maan massa, r etdisyys maan keskipisteesta,
®p = —GM /rg on painovoimapotentiaali maan pinnalla
ja rg on maapallon sdde. Testimassaan m kohdistuva
painovoima saadaan potentiaalista kaavalla f = —mV ®.
[Totea ettéd tdmé on ekvivalentti kaavan (7) kanssa.]
Ympyriradalla saadaan keskeiskiihtyvyydesta ja
painovoimasta ehto
GM
v? = —— (172)
r
Sijoittamalla tdmé kaavaan (171) saadaan
GM 3 rE
dr = |1 1—=-——|dt 173
g [ + crg ( 2 r )} (173)

N&hdadn ettd matalilla radoilla, r < %TE, ajan venymalla
on suurempi vaikutus kuin painovoimalla ja satelliitin
kello kéy hitaammin kuin maassa. GPS-satelliittien
radoilla on toisin péin, satelliitin kello kay korjaustekijalla
4.4 x 10~'° nopeammin. Jos tit# ei otettaisi huomioon
GPS-jérjestelméssé, joutuisivat satelliittien ja maan kellot
jo 10 minuutin kuluttua sykronoinnista aikaeroon, joka
vastaa 80 m:n paikannusvirhetta.
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8. Lopuksi

Suhteellisuusteorialla on suuri merkitys tieteelliselle
maailmankuvalle. Se on selvittdnyt mm.

e absoluuttista lepotilaa ei voida méaérittaa

e aika ei ole absoluuttista

valoa nopeampia signaaleja ei ole
energian ja massan ekvivalenssi

mistéd on perdisin auringon ja ydinreaktioiden energia

Suhteellisuusteoria on aivan keskeinen tyokalu
mittauksissa, joissa tutkitaan hiukkasia, joiden nopeus on
lahelld valon nopeutta, mm. hiukkaskiihdyttimissé.
Lukuun ottamatta valon &érellisen nopeuden vaikutusta,
suhteellisuusteorian vaikutus arkipdivén tekniikkaan on
véhéisempi, silld useimmissa sovellutuksissa kappaleiden
nopeudet ovat niin pieniéd valon nopeuteen verrattuna,
ettd suhteellisuusteoreettiset vaikutukset ovat mitattomia.
Kuitenkin esim. GPS paikannuksessa, jossa paikka
mitataan eri satelliiteista tulevien signaalien aikaeroilla,
on oleellista ottaa huomioon suhteellisuusteoriasta
seuraavat vaikutukset satelliittien kelloihin.



Liitteet
A. Taylorin sarja

Oletetaan ettd on laskettavana (1 4+ 2)™ missd « on hyvin
pieni ykkoseen verrattuna (x < 1), esimerkiksi z = 10715,
ja n vaikkapa 1/2 tai 2. Useimmat laskimet pyéristéaviit
vastaukseksi tasan 1. Suhteellisuusteoriassa usein esiintyy
laskuja, joissa tdmé tarkkuus ei riitd, vaan luvun (1 + x)"
poikkeama ykkosestd on olennainen. Yleisesti tédllainen
ongelma ratkaistaan kayttdmaélld Taylorin sarjaa, missé
yleinen funktio f(x) kirjoitetaan potenssisarjana x:n
suhteen,

f@) = = ag + arx + asa® +aza® + ... (174)
k=0

Oletetaan ettid funktio f(z) on hyvin kiyttdytyvé pisteen
x = 0 ymparistossé, jolloin sarja suppenee x:n ollessa
riittdvéan pieni. Kertoimien aj arvot saadaan seuraavasti.
Sijoittamalla kaavaan (174) x = 0 saadaan ag = f(0).
Derivoimalla sarjaa (174) kertaalleen saadaan

f(z) = Z kapa* 1 = ay + 2002 + 3azx?. ... (175)
k=1

Sijoittamalla tihéin z = 0 saadaan a; = f/(0).
Derivoimalla edelleen ja sijoittamalla saadaan

az = [(0)/2, az = f"(0)/6, jne. Sijoittamalla saadut
kertoimet kaavaan (174) saa se muodon

o (k)
flz) = ka!(o)xk (176)
k=0

= f0)+ f(0)x + fHQ(O) 2+ f’“6(0)x3 +o

Soveltamalla Taylorin sarjaa lausekkeeseen (1 4 x)"
saadaan

(1+4+2)" =1+ nz+ O0(z?), (177)

missi O(x?) tarkoittaa termii, joka on verrannollinen
toiseen tai korkeampaan x:n potenssiin. Jos x < 1 on
tdma termi vield merkittavéasti pienempi kuin termi nz,
ja voidaan siksi useimmiten unohtaa. Kaava (177) on
erittdin hyodyllinen monissa fysiikan ongelmissa. Siitd
saadaan valittomaésti erikoistapauksina mm. kaavat

Vidtz = 1+3z+0(2?),
= 1—z+0(2?),
V1i+z2 = 1—1—%1‘24—0(1‘4),
V1i-22 = 1—%1‘24-0(374),

= 1-322+0(z),.... (178)

[Padttele ndmé kaavasta (177).]
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